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S11 突变 现象 


客观 世界 存在 着 两 种 基本 不 同 的 变化 方式 :一 种 是 光滑 
的 、 连 续 的 不 断 的 变化 ， 如 有 栅 体 的 连续 生 长 、 地 球 绕 太 
阳 连 续 不 断 地 旋转 、 流 体 的 连续 流动 、 气温 的 连续 变化 
等 等 ， 这 种 光滑 的 、 连 续 的 渐变 现象 ， 在 数学 上 早 已 成 更 
的 运用 微 积分 的 方法 得 到 了 圆满 地 解决 。 我 们 可 以 说， 经 
典 的 微 积分 是 连续 变化 的 数学 模型 ， 另 一 种 变化 是 不 连续 
的 飞 晓 ， 如 宕 石 突然 断裂 ， 桥 梁 突 然 断 塌 ， 水 突然 沸腾 ， 
地 雍 突 然 发 生 ， 细 胞 的 分 弄 ， 蚂 胎 的 变异 ， 如 此 等 等 ， 
不 胜 梳 举 。 只 要 我 们 稍 加 注意 和 分 析 ， 就 会 发 现 他 们 所 具 
有 的 共同 特点 。 即 都 是 一 些 事物 从 性 状 的 一 种 形式 突然 地 
跳跃 到 根本 不 同 的 另 一 种 形式 的 不 连续 变化 ， 都 包含 着 突然 
变化 的 胜 时 过 程 ， 我 们 把 这 种 作 丰 称 之 为 “突变 ”。 也 有 人 
译 为 “灾变 ”， 因 为 “突变 ”一 词 ， 其 英文 是 Catastrophe。、 
源 于 希腊 文 Katastrophe’， 意 指 巨 大 的 、 灾 难 性 的 突然 变 
化 。 不 但 自然 界 存在 着 许多 突变 现象 ， 即 使 在 生物 界 和 社会 
科学 领域 内 也 有 很 多 突变 现象 。 出 如 一 只 既 惊 又 丽 的 狗 似 
乎 要 咬 人 ， 但 只 要 彰 加 恐吓 就 会 掉头 逃跑 ， 而 一 只 似乎 要 
逃跑 的 狐 ， 因 涉及 色 被 逼迫 的 刺激 而 突然 地 放 弈 逃走 内 念头 
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转 为 进攻 《好 所 淘 狗 急 跳 墙 ) 。 一 个 国家 对 另 一 个 国家 的 威 
胁 变 得 太 大 ， 突 然 地 造成 不 宣 而 战 ， 市 场 上 稳定 的 经 济 增 
长 ， 因 受到 许多 涨 落 的 影响 而 突然 地 价 跌 千丈 等 等 ， 突 变现 
得 不 一 而 足 。 


8 1.2 突变 理论 的 诞生 


宙 于 突变 现象 而 造成 的 不 连续 变化 过 程 ， 把 系统 的 状态 
《或 行为 》 空 间 变 成 不 可 微分 的 ， 因 此 对 突变 现象 的 描述 和 
解决 ， 传 统 的 徽 积分 方法 也 无 能 为 力 。 那 么 ， 有 没有 用 来 揽 
述 和 解决 自然 界 与 社会 现象 中 各 种 飞跃 和 不 连续 过 程 的 数学 
理论 和 方法 呢 ? 这 是 就 引起 了 数学 家 的 关注 和 研究 。 例 如 ， 
将 不 连续 函数 改 成 侍 里 叶 级 数 ， 用 偏 微 分 方程 描述 激 波 形成 
等 都 属 这 类 问题 ， 对 某 些 突变 现象 这 些 方 法 世 是 无 法 解决 
的 。1958 年 国际 非 尔 兹 (Fields) 数学 奖 获得 者 ， 法 国 巴 黎 高 
妈 科 学 院 数 学 数 授 需 内 " 托 姆 (R.Thom) 博 寸 ， 在 总 结 和 继 
承 闻 人 研究 的 基础 上 、 于 1968 年 发 表 了 有 关 突 变 理论 的 论 
文 ， “生物 学 中 的 拓扑 可 型 ”，1975 年 又 出 版 了 《稳定 性 结 
构 与 形态 发 生 堂 》 的 邹 著 ， 被 认为 是 罕 变 理论 的 第 一 本 专 
著 ， 该 书 用 拓扑 学 、 奇 点 和 稳定 性 的 数学 理论 来 研究 自然 界 
和 社会 现象 中 的 各 种 形态 、 结 构 的 非 连 续 性 突变 ， 系 统 地 阅 
述 了 突变 多 理 论 ， 队 而 莫 定 了 突变 理论 的 基础 ， 这 标志 着 突 
蛮 理 论 的 正式 诞 柴 。 以 后 十 多年 来 ， 经 过 黄 团 数学 家 ， 英 国 
素 维 克 (Warwick) 大 学 数学 研究 所 所 长 ， 旦 家 学 会 会 员 齐 
曼 (E.C.leeman》 教授 等 人 从 理论 到 实际 应 用 方 面 的 大 力 改 
进 和 完善 , 遂 使 突变 理论 成 为 数学 中 最 年 轻 的 分 支 之 一 , 者 动 
了 全 世界 ， 从 而 引起 了 国际 数学 家 、 哲 学 家 、 生 物 学 家 、 社 
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会 补 学 家 的 广泛 注意 。 从 美国 的 《纽约 时 报 》 到 日 本 的 通俗 
周 世 杂志 等 都 在 介绍 这 个 新 兴 的 理论 ， 有 关 突 变 理 论 的 文献 
与 日 俱 谱 , 英国 的 研究 可 谓 “ 一 马 当 先 ”, 大 不 列 直 百科 全 书 
更 誉 具 为 “和 牛顿， 莱 布 尼 兹 以 来 ， 数 学 界 的 又 一 次 最 伟大 的 
智力 芝 命 ”， 因 为 牛顿 ， 菜 布 呈 效用 他 们 的 理论 〈 微 积分 理 
论 ) 解释 了 所 有 连续 的 、 渐 变 的 现象 ， 而 托 姆 的 突变 理论 则 
解释 了 所 有 不 连续 的 、 突 变 的 现象 。 

在 我 国 ， 由 于 众所周知 的 “十 年 内 乱 ?” ， 对 突变 理论 的 
研究 车 手 较 晚 ， 一 些 杂 志 从 1978 年 才 开始 零星 的 介绍 有 关 的 
突变 理论 ， 但 也 有 所 应 用 。 例 如 ， 微 分 对 策 是 在 军事 上 研究 
追逐 河 题 的 一 个 新 兴 的 运筹 学 分 支 ， 在 微分 对 策 中 有 一 种 称 
为 壁 例 (harrier) 的 奇异 曲面 ， 它 的 存在 导致 了 值 琴 数 的 不 
连续 ， 最 新 研究 结果 表明 ， 在 微分 对 策 中 存在 着 对 策 突变 ， 
因此 有 些 对 策 论 和 控制 论 学 者 ， 主 张 采 用 托 姆 的 奇 点 理论 和 
突变 理论 对 微分 对 策 中 所 产生 的 不 连续 性 和 奇异 性 进行 分 类 
及 研究 。 这 虽然 是 刚刚 开始 的 尝试 ， 但 也 不 失 为 一 个 可 嘉 的 
开端 。 


第 二 章 ”突变 理论 的 数学 基础 


日 前 ， 关 于 突变 理论 的 研究 ， 大 致 可 以 分 为 三 个 方面， 
首先 是 研究 它 的 数学 基础 ， 其 中 包括 稳定 性 的 严格 的 数学 下 
达 ， 托 姆 分 类 定理 的 推导 ， 它 们 都 属于 微分 拓扑 学 和 奇 点 理 
论 ， 其 次 是 给 出 突变 过 程 前 势 函数 形式 后 ， 讨 论 相应 模型 ， 
特别 是 控制 空间 中 突变 集 的 几何 形状 ， 这 称 为 突变 理论 的 几 
何 研究 。 对 于 托 姆 提出 的 七 种 基本 突变 模型 ， 它 们 的 几何 研 
究 相 对 简单 ， 但 是 当 控 制 变 量 和 状态 变量 组 成 的 维 数 很 高 
时 ， 就 不 得 不 运用 电子 计算 机 了 ， 这 是 突变 理论 在 近来 发 展 
很 决 的 新 领域 ， 第 三 ， 突 变 理论 研究 中 最 活路 也 是 争议 最 大 
的 领域 ， 就 是 它 的 灸 用 。 本 书 也 是 从 这 几 个 方面 来 开展 研究 
的 。 


$2.1 奇 点 理论 


号 克 思 曾 说 过 ，“ 任 何 一 门 科学 只 有 在 充分 地 运用 数学 
的 时 候 才 算 达 到 了 真正 完善 的 地 步 ”。 突 变 理 论 的 数学 基础 
大 相当 宽厚 的 ,有 些 内 容 还 很 坚 深 , 它 涉及 到 现代 数学 中 的 群 
论 、 流 形 、 了 映射 的 奇 点 理论 ， 特 别 是 拓扑 学 方法 ， 我 们 简要 
介绍 一 些 突变 理论 的 数学 基础 的 基本 情况 ， 首 先 ， 突 变 理 论 
作为 不 连续 现象 的 数学 模型 ， 仍 然 需 要 一 些微 积分 的 其 本 思 
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想 。 

1980 年 ， 英 国 数学 家 又 德 斯 (P. T. Saunders》 出 版 了 
《突变 理论 入 门 》 (An Introduction to Catastrophe) 一 
书 , 该 书 开头 就 明确 指出 ，“ 作 为 数学 的 一 部 分 :突变 理论 是 
关于 奇 点 的 理论 ”。 什 么 是 奇 点 ?所谓 奇 点 是 相对 于 正则 点 
而 言 的 ， 一 般 说 来 ， 正 则 点 是 大 量 的 ， 而 奇 点 则 是 个 别 的 。 
但 因为 奇 点 奇特 个 别 ， 因 而 它 才 在 数学 中 占有 突出 的 地 位 。 

突变 理论 的 主要 之 点 ， 在 于 考察 某 种 系统 或 过 程 ， 从 一 
种 稳定 态 到 另 一 种 稳定 态 的 帕 进 ， 什 么 叫 稳定 态 ? 所 谓 稳 
定 ， 是 指 系统 或 过 程 某 一 状态 的 持续 出 现 ， 外 界 于 扰 可 能 使 
系统 偏离 某 一 状态 ， 产 生 不 稳定 。 而 干扰 消除 又 恢复 原 态 ， 
继续 出 现 稳定 ， 因 此 稳定 性 不 仅 指 事物 不 变 ， 而 且 还 指 事物 
有 一 定 的 抗 干扰 的 能 力 ， 或 者 说 当 干 扰 使 事物 偏 咨 稳定 态 
时 ， 事 物 能 依靠 某 种 作用 回 到 稳定 态 ， 不 倒 公 的 直立 状态 就 
大 一 个 稳定 态 ， 不 论 干扰 从 那个 方向 使 它 发 生 偏 离 ， 它 都 能 
回 到 这 一 状态 。 

我 们 知道 ， 一 个 系统 所 处 的 状态 可 以 用 一 组 参数 来 措 
述 , 当 系 统 处 于 稳定 态 时 , 标志 该 系统 状态 的 某 个 函数 取 唯 一 
的 极 值 《如 能 量 取 极 小 ， 箭 取 极 大 等 等 ， 当 参数 在 某 个 范 
围 内 变化 ， 该 函数 有 不 止 一 个 极 值 时 ， 那 么 该 系统 必定 处 于 
不 稳定 状态 ， 所 以 ， 从 数学 的 角度 考察 一 个 系统 量 否 稳定 ， 
常常 要 求 出 某 基 数 的 极 值 。 而 求 极 值 必 先 求 函数 的 导数 为 堆 
的 点 。 使 导数 值 为 零 的 点 就 是 最 简单 的 奇 点 ， 或 称 为 临界 
点 。 如 采 设 函数 为 上 ,Cz)， 其 中 必 v 为 参数 ， 那 么 、 求 函数 
到 (Zz) 的 临界 点 就 是 求 微分 方程 的 解 ， 当 给 定 “yzr 的 值 时 ， 
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就 可 得 到 一 个 或 几 个 蛤 界 点 r， 因 此 ，, 痢 界 点 x 可 以 看 作 是 参 
数 w，? 的 单 值 或 多 值 函数 ， 把 这 个 函数 记 为 <=! 《uso) ， 
最 然 ， 这 禅 的 函数 ， 在 几何 上 可 以 确定 一 个 三 维 欧 氏 空 
间 ， 即 (4,?,7) 中 的 一 个 上 曲面， 也 就 是 临界 点 的 集合 ， 
并 称 此 划 面 为 临界 划 面 ， 使 函数 取 极 值 的 点 叶 稳 定点 ， 
临界 点 不 一 定 是 稳定 点 ， 所 屁 临 界 点 可 能 使 系统 稳 定 或 不 
稳定 。 . 

为 了 说 明 系 统 的 稳定 和 不 稳定 ， 我 们 现在 举 一 个 通俗 实 
例 。 

se aap eee 
狂 ， 并 把 它 看 成 是 一 个 系统 ， 使 其 向 上 弯 葛 《〈 免 图 2.1)， 
后 用 力 压 钢丝 使 其 变形 ， 如 果 继 续 加 大 外 力 ， 当 达到 一 定 
0 

是 生活 中 常见 的 一 种 突变 现 
即 上 弯 和 下 弯 。 状 态 由 两 个 参数 
决定 ， 一 是 手指 夹 持 的 水 平方 向 
的 力 ， 另 一 个 是 对 忽 丝 的 垂直 方 
向 的 压力 , 假若 设想 ,只 有 水 平 的 
挤 压 力 且 钢丝 向 上 弯曲 时 ， 它 的 
内 能 处 于 极 小 值 , 是 稳定 状态 , 当 
匆 直 方向 外 力 加 到 一 定 程度 ， 钢 

图 2.1 丝 的 内 能 变 得 相当 大 ,很 不 稳 
定 ， 这 时 再 稍 加 外 力 ， 钢 丝 的 内 能 就 突然 地 减少 ， 急 剧变 为 





下 弯 ， 又 处 于 新 的 稳定 态 。 而 钢丝 的 内 能 又 处 于 极 小 值 。 当 
水 平和 垂直 方向 的 力 都 为 零 时， 钢丝 蓄 炽 的 内 能 才 最 小 ( 注 
意 , 极 小 值 不 一 定 是 最 小 值 ;， 这 就 是 一 个 动力 学 系统 ， 我 们 
可 以 用 数学 方法 来 描述 它 。 系 统 的 状态 受 水 平 挤 压力 “和 垂 
直 荷 载 5 这 两 个 因素 所 制约 ， 其 内 能 沙 数 是 了， 它 和 位 称 + 有 
关 (z 是 衡量 钢丝 上 弯 和 下 弯 程 度 的 一 个 量 )， 所 以 研究 钢丝 
稳定 或 不 稳定 就 是 研究 函数 (zx) (oa,5 为 参数 ) 的 极 小 值 
变化 问题 ， 梢 数 Fse(z) 常 称 为 位 势 函数 ， 或 简称 六 势 函数 。 

若 系 统 的 状态 可 用 如 小 参数 ，? 个 变量 zy，…za 的 活 数 
7 来 刻画 ， 则 问题 要 复杂 得 多 。 六 为 变 
量 不 止 一 个 ， 求 多 元 函数 的 极 值 要 用 仿 导 数 ， 不 能 只 解 一 个 
方程 7,, (x) = 0， 而 要 解 一 个 仿 微 分 方程 组 ， 即 临界 点 是 满 
是 偶 微 分 方程 组 。 
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或 简写 为 


Vf =0 
利 ; 入 过 det{ 姜 (w)7 上 


的 点 ， 其 中 Y = - 记 - 仅 就 z 而 言 ，det 代 表 行 列 式 deter- 


minant), 如 (vw) 是 ?的 海 赛 (Hessen) 算 阵 , 所 谓 海 赛 算 阵 就 是 
以 下 的 二 阶 偏 导数 和 矩 阵 


Op Op BO2F | Fr 


Bz Ardr, Driar。 dr 
EA 如 2 7" D2 A 
az,az) De 0zDry dr,0r, 
ba Cg _F i Op | 
Or Or, dr, Or, rr Or. 


不 过 这 时 临界 点 所 构成 的 临界 曲面 是 n+m 维 空间 中 的 
高 维 曲 面 , 图 形 画 不 出 来 , 光 任 直观 简直 无 法 想象 。 然 而 托 姆 
是 一 位 出 色 的 拓扑 学 家 ， 对 高 维 曲 面 的 拓扑 性 质 有 精 阴 的 见 
解 ， 因 此 这 一 困难 被 托 姆 解决 了 ， 找 出 了 它们 的 标准 式 ， 这 
就 是 著名 的 托 姆 分 类 定理 其 内 容 见 下 一 章 》 

我 们 以 后 还 要 用 到 鞍点 这 一 概念 ， 什么 叫 驴 点 ? 例如 对 
二 元 函数 

zy = + m3ry+1 
来 说 ， 令 偏 导数 
fis=3r:—3y=0 ff/y=3y- 32-=0 
得 方程 组 -Y=0, -r=0 
该 方程 组 有 两 个 解 ， x1 = =0， 7,=y,=1 

我 们 来 讨论 在 两 个 临界 点 卫 ，(0,0) ,了 P，(1,1)〉 处 ， 差 
2 -~ 天 0:0) 及 .F2 0 一 了 1,1) 的 符号 ， 在 点 P1(0,0) 处 ， 
我 们 有 

FE) — F050) =2 + Yy ~ Bry (a) 
差 (a) 的 符号 并 不 保持 不 变 ， 即 离 P, 任 意 近 处 有 两 种 类 型 的 
点 ， 对 某 些 点 善人 a) 是 正 的 ,对 于 另 一 些 点 差 是 负 的 。 例 如 ， 
如 果 点 了 (Cr, 奶 自 直线 y=zZ 上 取出 ， 则 差 (a) 等 于 243~ 38x?= 


z+(2r- 9) ， 在 点 了 的 近 旁 ( 当 *<- 时 ) ， 这 个 差 是 负 


的 ; 如果 点 卫 人 ?9 自 直 线 y = 一 x+ 上 取出 ， 则 差 (a) 等 于 2 一 
zs+ 3x: = 3x2， 这 个 量 永远 是 正 的 。 因 差 人 a) 的 符号 并 非 保 
持 不 变 ， 所 以 在 点 了 PC(0,0) 函数 Fr, 邹 没有 极 值 ， 而 在 该 点 
附近 .Ar ,9) 形 似 马鞍 ， 故 称 点 卫 , (0,0) 为 鞍点 。 显 然 ， 鞍 点 
不 是 极 什 点， 但 可 以 证 明 沙 数 f(z sD) = 二 六 一 3xy 十 1 在 点 
P,(1,1) 处 有 极 小 值 ， 故 P,(1 ,10 不 是 鞍点 。 1 


3 2.2 平衡 曲面 和 分 歧 点 集 


在 突变 理论 中 ， 我 们 把 可 能 出 现 突 变 的 那些 量 称 为 状态 
变量 或 内 部 变量 ， 而 把 引起 突变 的 原因 ， 连 续 变 化 的 因素 称 
为 控制 变量 或 外 部 变量 。 如 在 水 由 液体 转化 为 气体 的 相 变 模 
型 ( 称 为 气 - 一 流 相 变 模 型 ) 中 ,温度 T 和 上 压强 P 是 引起 水 突 
变 原 因 的 连续 变量 。 癌 为 控制 变量 ， 水 的 密度 则 为 水 的 沸腾 
过 程 的 状态 变量 ， 密度 高 的 状态 对 应 着 液态 ， 密度 低 的 状态 
代表 状 气 态 。 

假定 系统 在 任何 时 刻 的 状态 都 可 以 完全 由 给 定 7 个 状态 
变量 (7) ,x,，…s7o) 的 值 来 确定 ， 这 里 w* 是 有 限 的 ， 但 可 以 很 
天 同时 还 假定 系统 受 m 个 独立 变量 C6 76o… ,m6) 的 控制 , 基 
ri ta 但 并 不 完全 唯一 ， 我 们 候 定 m 
比较 小 ， 通 常 不 大 于 5。 

a 又 设 给 出 
势 本 数 扩 ， 用 方程 ， 
| v=0 


定义 其 平衡 曲面 人， 其 中 下 标 z 表 示 梯 度 仅 就 变量 x 而 言 。 
”这 个 曲面 M 由 V 的 全 部 临界 点 构成 ， 即 由 系统 的 全 部 平衡 点 
《稳定 的 或 其 他 的 ) 构成 ， 可 以 通过 数学 方法 证 明 开 是 一 个 
流 形 , 即 是 一 个 性 态 很 好 的 光滑 曲面 。 定 义 奇 点 集 8 是 由 的 
全 部 退化 临界 点 组 成 的 开 的 一 个 子 集 。 这 些 就 是 满足 VP=0 
和 V 三 det{ 及 (VF)} =0 的 点 。8 在 控制 空间 C 中 的 投影 称 为 分 
上 层 点 集 。 求 分 歧 点 集 的 方法 ， 可 通过 由 的 定义 方程 消去 全 
部 状态 变量 的 方法 而 得 到 ， 分歧 点 集 是 C 中 所 有 使 的 形式 
发 生变 化 的 点 的 集合 。 


3 2.3 抵 扑 学 方法 


事实 上 ， 利 用 数学 方法 研究 突变 现象 由 来 已 久 。 星 在 十 
九 世 纪 末 ， 法 国 杰出 的 大 数学 家 庇 加 莱 《Ponincare’) 在 非 线 
性 常 微分 方程 的 定性 理论 中 ， 就 应 用 拓扑 学 方法 研究 过 突变 
现象 ， 从 数学 观点 来 看 ， 突 变现 象 还 有 另外 一 个 名 字 ， 叫 微 
“不 稳定 奇 点 ”。 席 加 莱 当 时 是 措 丘 盾 学 方法 米 研 究 奇 点 
的 。 为 了 便于 理解 突变 理论 的 实质 和 来 龙 去 脉 ， 我 们 要 大 致 
说 一 下 拓扑 学 方法 。 所 谓 拓 扑 学 ， 原 是 英文 topology 的 
译音 ， 研 究 的 对 象 是 多 维 空间 内 的 曲面 ， 我 们 假想 在 一 块 橡 
皮 上 画 一 个 癌 4， 表 把 橡皮 握 己 、 拉 但、 压缩 , 但 不 要 折 
斯 ， 也 不 要 重 挝 ， 这 时 4 已 变 成 一 个 可 能 是 下 下 招 扭 的 图 形 
2， 从 4 到 3 叫做 橡皮 变形 ，4 和 的 形状 已 很 不 相同 ， 但 是 
图 形 4 的 某 些 人 性 质 却 是 保持 不 变 的 ，4 上 的 每 一 个 点 都 变 成 
PB 上 的 每 一 个 点 ， 不 会 两 点 变 成 一 点 ， 也 不 会 一 个 点 变 成 两 
个 点 ， 这 电化 一 一 对 应 。 此 和 外，A4 上 的 两 个 非常 接近 的 点 
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41s0s， 变 成 B 上 的 两 个 点 ,所 ， 也 菲 常 接近 ， 肥 之 ，BL 上 的 
两 个 非常 接近 指点 ， 原 来 在 4 上 所 非常 接 迎 ， 这 凤 做 双方 连 
续 。 凡 一 一 对 应 有 双方 连 续 的 朗 狗 周 做 拓扑 变换 ， 接 微分 拓 
扑 的 术语 来 说 ; 就 是 微分 圆 凸 。 拓 扯 学 雹 是 研究 凡 徊 图 形 在 一 
对 一 的 连续 可 微 变换 下 保持 不 变 的 性 策 的 一 个 几何 分 支 。 人 
科 利 用 拓扑 变换 可 以 把 大 部 分 生物 尹 以 分 类 ， 例 如 1961 年 ， 
生物 学 家 达尔 西 * 汤 普 森 〈Thompsoa) 研究 形态 发 生 学 发 
现 ， 若 把 一 种 鱼 画 在 直角 坐标 网 络 中 ， 而 后 施 志 简 单 的 拓扑 
变换 ， 表 明 妃 种鱼 之 间 的 亲属 关系 就 相当 于 在 一 块 栎 皮 上 得 
到 的 各 种 变形 (如 图 2.1 所 示 〉， 所 以 从 历史 上 看 ， 突 变 论 
产生 于 数学 和 生物 学 ， 这 并 不 是 偶然 的 。 








. 突变 理论 的 第 一 篇 论文 是 关于 形态 发 坐 学 的 ，. 而 且 突 变 
理论 的 创始 人 托 姆 与 席 加 菜 恰好 都 是 法 国 的 拓扑 学 专家 ， 他 
们 的 拓扑 学 思想 原 是 一 脉 相 承 的 ， 托 姆 的 突变 理论 里 所 引用 
的 例子 。 大 都 是 庞 加 莱 当 年 所 处 理 过 的 ， 他 《 托 姆 》 的 主要 
贡献 在 于 以 拓扑 学 、 奇 点 理论 为 工具 ， 通 过 对 稳定 性 构造 的 
研究 ， 说 明了 自然 界 和 社会 现象 中 ， 有 的 事物 不 变 ， 有 的 渐 
变 ， 还 有 的 则 是 突变 ， 从 而 为 突变 现象 建立 了 一 系列 新 的 数 
学 模型 ， 即 某 些 特定 的 几何 形 状 ， 用 以 解释 自然 界 和 社会 现 
象 中 所 发 生 的 大 量 的 、 不 连续 的 突变 过 程 ， 使 庞 加 莱 原 来 提 
出 的 问题 得 到 了 更 新 、 更 全 面 的 解释 。 因 而 ， 人 们 认为 托 姆 
的 突变 理论 是 数学 上 频 为 新 颖 的 成 果 ， 是 一 个 创新 。 

由 此 可 知 ， 突 变 理论 的 提出 并 不 是 什么 “突变 ”， 更 不 
是 那 一 个 天 才 人 物 发 现 的 奇想 ， 它 扎根 于 相当 宽厚 而 高 深 的 
数学 基础 之 中 ， 所 以 ， 突 变 理 论 的 数学 基础 是 无 可 置疑 的 。 





多 = 到 Se 和 了 轴 。 
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i | 初 办 二 Sp 


§ 3.1 各 第 突变 本 种 类 


假定 系统 的 动力 学 可 以 由 一 个 光滑 的 势 函 数 导 出 ， 托 姆 . 
用 拓扑 学 的 方法 证 明了 ， 评 能 出 现 体质 不 同 的 不 连续 构造 的 
数目 并 不 取决 于 状态 变量 的 数目 〈 这 可 能 很 大 》， 而 取决 于 
控制 变量 的 数目 《这 可 能 很 小 )》 ， 按 照 托 姆 突变 理论 的 分 类 
定理 ， 自 然 界 和 社会 现象 中 的 大 量 不 连续 现象 ， 可 由 某 些 特 
定 的 几何 形状 来 表示 。 只 要 控制 因子 (参量 ) 的 个 数 不 超 过 
5 ， 那 么 按 某 种 意义 的 等 价 性 分 类 ， 总 共有 11 种 突变 类 型 ，* 
但 发 生 在 三 维 空间 和 一 维 时 间 的 四 个 因子 控制 下 的 形形色色 
的 初等 突变 ， 概 括 起 来 只 有 如 下 表 所 示 的 七 种 性 质 不 同 的 基 
本 类 型 ， 而 且 其 中 没有 一 种 牵涉 到 两 个 以 上 的 状态 变量 〈 对 
后 者 当然 是 指 可 能 这 样 地 选择 一 组 % 个 状态 变量 ， 使 得 其 中 
与 不 连续 性 有 关 的 不 会 多 于 两 个 ) ， 这 些 数学 模型 具有 高 度 
的 概括 性 和 普遍 性 ， 其 证 明 是 相当 困难 的 ， 但 掌握 证 明 的 结 
果 规 比较 容易 ，“ 基 本 类 型 ” 本身 是 可 以 理解 的 ， 并 且 可 以 
不 管 其 证 骨 而 直接 应 用 于 其 他 的 一 些 学 科 中 ， 事 实 上 大 部 分 
问题 中 最 常 使 用 的 还 仅仅 是 七 种 基本 类 型 中 的 二、 三 种。 
这 七 种 类 型 的 初等 突变 ， 按 其 几何 形状 分 别 被 称 为 折 迭 型 突 
变 (fold cotastrop8he) 、 尖 点 型 突变 《cusp Catastrophe) 。 | 
获 尾 型 突变 (swallowtial catastrophey) .， 贿 蝶 型 突 变 : 
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(butterfly catastrophie) 、 双 曲 型 脐 点 〈hyperbolic 
umbilic catastrophe》、 椭 圆 型 脐 点 (elliptic umbilic 
catastrophe)、 抛物 型 脐 点 (parabolic nmbilic catastrophe)。 
列表 如 下 : | 








i 
突变 类 型 ”| (控制 突 ! (状态 变 | 势 到 数 

“是 ) ”最 ) 

折 丢 型 | 1 1 | xs+ux 

央 - 吉 型 | 2 1 | XX 十 UX3 十 Vz 

燕 证 型 3 1 X5 十 uXS 十 了 文 2 十 古 工 

邮 蜂 型 4 1 X8 十 tx 十 QUXS 十 YX2 十 允 X 

双 蝎 障 型 s 2 ey 

粮 四 也 型 ， 3 2 | 二 驹 一 xy 十 w(X2 十 了 和 一 HX 二 9 

向 联 | 4 2 ys 十 X27 十 训 庆 2 十 ty2 一 ux 一 vy 





8 3.2 和 初等 突变 的 几何 形状 
现在 ， 我 们 画 出 这 七 个 突变 类 型 的 几何 形状 。 


1。， 折 潜 型 突变 : 
在 以 上 七 种 突变 类 型 中 ， 最 简单 的 是 折 迭 型 突变 ， 它 的 
势 函 数 是 
: Cr) =23+ tr 
其 中 > 是 状态 变量 ，v 是 控制 变量 ， 故 相 空间 是 二 维 的 ， 这 个 
函数 的 临界 点 是 方程 7” = 0, 即 
3x2 4 一 人 0 《TI? 


的 解 ， 平 衡 曲 面 退化 为 zz = - 各 =4 


es. 1 。 


ahi ee ee 一 - -一 一 一- ---- 


奇 点 集 8 也 是 满足 方程 
wkr) =6z=0 《2) 
的 2 的 一 个 子 集 。 即 一 个 点 (0;0) ， 分 层 点 集 用 是 奇 点 集 8 在 
控制 空间 ( 即 直线 *= 0) 上 的 投影 , 因此 也 是 一 个 点 w= 0, 上 述 
讨论 可 见 图 3.1。 





人 


图 3.1 折 先 突变 的 平衡 曲面 和 分 上 野 点 集 : 

分 歧 点 集 把 控制 空间 分 成 两 个 区 域 ， 即 开 z? 轴 和 人 负 % 轴 ， 
如 果 w>>0, 由 方程 (1) 可 匈 , 它 无 实数 解 ， 这 时 V 没 有 临界 点 3 
如 果 上 <0， 容 易 看 出 ， 7 有 两 全 临界 点 ， 一 个 极 小 点 和 一 个 
极 大 点 , 从 而 有 两 个 平衡 点 , 即 一 个 稳定 平 衔 点 和 一 个 不 稳定 
平衡 点 。 在 已 上 ( 即 相 当 于 ww =0 寺 )， 它 们 合并 成 一 个 拐点 
如 果 一 个 系统 的 势 函数 是 这 个 ， 则 当 % 汪 0 时 就 不 能 持续 稳 
定 ， 我 们 把 这 一 点 表达 为 ; 在 x 轴 上 仅 有 的 可 能 状 态 为 空 状 
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态 。 
`… 因此 ， 可 以 说 ， 折 和 迭 型 突变 的 “控制 空间 ”是 一 条 直 
: 线 ， 4 投影 只 是 该 线 上 的 一 个 点 ， 状 态 《或 行为 为 空间 
-的 一 根 抛物 线 ， 其 中 一 半 代 表 稳 定 状 态 ， 另 一 半 代 表 不 稳定 
状态 。 a 

2， 尖 点 型 突变 

当 控制 变量 有 两 个 时 ， 最 简单 的 突变 模型 都 是 尖 点 型 。 
尖 点 型 突变 的 应 用 最 广 ， 它 的 临界 曲面 也 容易 构造 ， 且 几何 
直观 性 强 ， 故 以 之 为 例 ， 做 重点 分 析 。 

(1) 尖 点 突变 的 几何 形状 

尖 点 突变 ， 托 姆 又 称 为 黎 螺 一 一 雨 果 尼 奥 特 (Rienan 一 
Hugonioc) 点 突变 ， 它 的 势 函数 是 

[C2) =24+4+ WE 十 oF 
状态 变量 是 x:， 控 制 变量 有 两 个 ， 即 4 和 和， 故 相 空间 是 三 维 
的 ， 这 个 势 函 数 的 临界 点 是 方程 
J Cr) = 4 +2ur+v=0 (3) 

的 解 ， 故 平衡 曲面 到 也 由 方程 (3 ) 给 出 ， 因 为 (3 ) 是 一 个 三 
次 式 ， 由 代数 学 上 我 们 知道 ， 它 或 者 有 一 个 实 根 ， 或 者 有 三 
个 实 根 ， 实 根 的 数 日 由 判别 式 下 
¢€ | 人 = Bu +27b2 
决定 。 如 果 A< 委 0， 则 有 三 个 实 根 ， 否 则 。 只 有 一 个 实 根 。 除 
" 非 A = 0， 根 各 不 相同 ， 而 A = 0 时 ， 如 果 * 和 ?% 均 非 零 ， 两 个 
根 相 同 ， 如 果 w 和 * 均 为 零 ， 则 所 有 二 个 根 都 相同 。 

我 们 可 画 出 曲面 47? + 2uz +v=0， 如 图 3.2 所 示 。 
-.. 假 车 我 们 设想 系统 的 状态 是 以 z,w,*， 为 坐标 的 三 维 空 
:出 艇 二 全 点 来 代表 的 ， 则 相 点 必定 总 是 位 于 曲面 上， 事实 
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上 上 ， 它 必定 总 古 位 于 蓝 面 的 项 叶 或 展 叶 。 因 为 中 时 对 应 于 不 
稳定 平衡 。 本 





图 3.2 尖 点 突变 的 平衡 曲面 和 分 此 点 集 


奇 点 集 S 也 是 满足 方程 Te 
Vr) = 127*+2u=0 | C4» 

的 M 的 子 集 ， 由 (3) 和 (4) 式 消去 x， 得 到 

A=8uw+27v:=0 

《上 式 左 端 就 是 上 面 所 介绍 的 判别 式 》， 从 而 找到 分 歧 点 集 
<《 邑 平衡 曲面 的 折 痕 是 一 "平面 上 的 投影 )》， 如 果 相 点 恰好 
在 曲面 终止 的 边缘 上 《曲面 回 折 面 形成 中 叶 处 》， 则 它 必定 
跳跃 到 甸 一 是 十 ， 这 引起 z 的 突变 。 尖 点 之 中 有 两 个 极 小 点 > 
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它们 被 一 个 极 大 点 分 隔 ， 而 尖 点 之 外 则 只 大 一 个 极 小 点 《所 
图 3.2)。 
顺便 说 -一句 ， 对 于 所 有 有 初等 突变 , 并 无 公认 的 记号 , 例 们 


对 尖 点 罕 恋 ， 有 一 凡人 把 严守 成 -二 2 十 -本 + bx 使 型 的 


方程 中 没有 数字 因子 ， 一 般 基 遵照 齐 曼 的 写法 。 本 书 也 是 如 
此 写法 。> 和 2 的 系 刍 分 别 被 称 为 正则 四 子 和 询 分 因子 ， 当 
4>>0 时 ，?" 的 变化 中 引起 7 的 光滑 变化 ， 我 们 可 以 称 之 为 正 
则 性 态 ， 但 当 把 4 诚 洗 到 负 值 时 ， 我 们 就 “前 分 号 子 了 于， 从 
而 会 出 现 对 2 的 不 笑 续 必 ， 这 说 明了 正则 因 子 和 剂 分 因子 这 
两 个 名 称 所 反映 的 事 字 。 

(2) 尖 点 型 突变 的 典型 例子 

下 面 举例 来 说 明 尖 点 型 突 恋 

气 - 液 相 变 模型 是 大 家 都 比较 朗 悉 的 , 多 少年 来 ， 沸 腾 和 
冷凝 现象 就 一 直 琢 引 着 我 们 。 大 家 都 知道 , 在 一 个 大 气压 下 ， 
水 被 加 热 到 1007 即 册 流体 转化 为 气体 ， 这 是 一 个 突 变 ， 水 
鹊 密度 p 是 状态 变量 ， 控 制 变量 有 两 个 ， 即 时 间 了 和 压强 卫 ， 
故 气 - 液 的 相 变 模型 订 用 点 型 突变 来 描述 《图 3.3) ， 我 们 
用 p, 了 .证 三 个 变 量 组 成 一 个 三 维 状态 空间 ， 温 度 户 和 于 强 书 
用 两 个 水 平 轴 家 示 . 它们 确定 的 平面 称 关 控制 平面 ， 与 控制 
平面 慰 直 的 轴 家 示 闵 的 状态 p。 水 的 密度 变化 可 用 一 个 特殊 
鸥 曲面 表示 ， 即 模型 中 具有 折 进 的 那个 曲面 叫 状 态 (或 行 
为 ) 时 而 。 亚 面 上 的 每 一 个 点 表示 在 一 定 的 湿度、 压强 条 件 
下 水 的 窒 度 。 图 3.3 中 唱 而 奇特 的 地 方 在 十 它 有 一 :个 于 滑 的 
折 迭 ， 折 夺 上 时 代 专 沪 态 ， 下 时 代表 气态 。 整 个 曲面 由 液态 
高 密度 区 往 气 态 低 密 嘿 区 倾斜 。 说 明 随 着 温度 升 高 及 压力 降 
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. 购 ， 水 的 密度 变 小 。 折 选 
越 向 后 越 窗 ， 最 后 消失 在 
三 层 汇 合 起 来 的 那 一 点 他 
于 。 正 是 这 个 拆 迭 给 出 了 
模型 最 令 人 感 兴 趣 的 特 

” 性。 突变 理论 证 明了 除 折 
近 前 中 间 那 一 时， 整个 曲 
面 都 表示 密度 的 稳定 状 
态 。 我 们 将 这 个 折 夺 区 投 





图 3.3 ”人 尖 点 弄 措 错 影 到 底 平面 〈 即 控制 平 
面 ) 上 ， 得 到 一 个 尖 角 形 的 区 域 J@E" ， 它 的 顶端 是 尖 的 ， 
办 此 称 这 个 模 现 为 尖 点 型 突变 。 


这 个 有 折 选 的 光滑 连续 的 状态 曲面 ， 为 什么 可 以 说 明 突 
变现 象 呢 ? 现在 我 们 设想 温度 与 压强 沿 48 方 向 连续 变化 ,可 
以 看 到 在 相 放 的 状态 曲面 上 ， 水 的 密度 沿 曲 线 474" 变 化 ， 
在 起 初 448YJ7 阶段 ， 水 的 密度 在 折 选 上 叶 连 续 下 降 ， 直 示 
水 药 密度 是 在 渐变 。 但 到 了 折 送 的 边缘 栈 下 ， 温 度 、 压 强 只 
要 各 响 着 4B 的 方面 离开 下 点 ， 水 的 密度 值 便 会 突然 地 跌 
到 曲面 下 的 气态 区 域 ， 发 生 了 不 连续 变化 ， 这 就 是 沸腾 现 
象 ， 它 是 一 次 飞 聊 ， 一 次 突变 ;反之 。 如 果 温 度 与 压强 沿 着 
4 刀 相 反 的 方向 ， 即 娘 4 指 方向 变化 时 ， 可 以 看 到 ， 气 态 密度 
在 状态 曲面 下 叶 好 .7 的 连续 逐渐 升 高 ， 但 到 了 折 克 的 另 一 边 
缘 7, 则 稳定 的 连续 曲面 又 中 断 了 , 密度 值 突 然 地 上 升 到 状态 
曲面 上 升 的 波 态 区 域 ， 发 全 了 不 连续 变化 ， 这 就 是 冷凝 现 
象 ， 也 是 一 次 飞 暑 ， 一 次 突变 。 读 者 或 许 已 经 注意 到 在 折 适 
区 JQFA， 状 态 明 面 有 上 、 下 两 个 稳定 叶 ， 这 意味 着 在 同 
-” 0 » 


一 温度 、 压 强 条 件 下 ， 水 的 密度 可 能 有 两 个 不 同 的 值 ， 表 现 
出 气态 和 液态 双重 状态 。 正 因为 这 样 ， 折 选区 又 叫 双 值 区 或 
两 态 共存 区 。 

货 有 趣味 的 是 ， 从 图 33 我 们 还 可 以 看 出 ， 如 果 温度 
压强 消 着 CD 曲 线 变 化 ， 绕 过 了 尖 角 形 的 折 和 迭 区 , 相应 的 在 状 
态 曲 面 上 的 密度 就 沿 着 CD' 平 滑 连 续 的 变化 ， 不 出 现 飞 蚂 而 
达到 气 访 区 ， 这 就 说 明了 为 什么 只 要 温度 、 上 压强 绕 过 交界 
点 ， 在 水 的 气 化 过 程 中 ， 液 态 可 以 不 经 过 沸腾 而 通过 -一 系列 
中 间 过 渡 状 态 连 续 地 变 为 气体 。 

在 描述 狗 的 行为 时 ， 只 要 在 状态 曲面 的 上 叶 和 下 叶 分 别 
表示 “攻击 ”和 “逃跑 ”， 控 制 变量 是 “ 恐 蛋 ?” 和 “ 情 
轻 ”， 就 可 以 用 尖 点 型 突变 来 描述 “ 狗 急 跳 墙 ”的 突变 。 此 
外 ， 冲 击 波 的 形成 过 程 中 的 突变 弹性 结构 随 着 负荷 越 来 越 增 
大 而 最 后 塌陷 ， 以 及 上 面 所 说 的 钢丝 的 弯曲 等 都 属于 受 两 个 
变量 制约 的 , 因此 同样 可 以 用 尖 点 型 突变 来 描述 其 变化 过 程 。 

尖 点 现 突 变 还 能 说 明 为 什么 经 济 危 机 的 暴发 往往 是 突 
变 ， 而 危机 的 复苏 又 是 一 种 渐变 过 程 ， 如 此 等 等 不胜 枚 
举 。 

以 上 是 最 易于 理解 ， 运 出 最 广泛 的 “ 尖 点 型 突变 2 ， 总 
起 来 说 ， 这 种 突变 的 模型 是 一 个 三 维 图 形 ， 两 个 控制 变量 需 
要 两 维 ， 另 一 维 作 为 反应 轴 ， 或 称 为 行为 争 ， 反 应 轴 并 不 一 
定 只 代表 一 个 变量 ， 例 如 在 大 脑 模 型 中 ， 大 脑 的 反应 下 以 有 
见 十 亿 神经 元 的 状态 都 同时 改变 ， 但 仍 可 以 用 反应 轴 代 表 一 

个 综合 的 反应 。 
《3 ) 尖 点 突变 的 典型 任 质 
齐 曼 提出 了 尖 点 突变 具有 五 条 典型 性 质 ， 
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- ”第 一 条 是 突 跳 的 出 现 ， 这 在 上 面 斯 举 气 - 液 相 变 模型 中 
已 经 清楚 地 看 到 了 ， 如 密度 值 突然 地 路 到 气态 区 域 而 发 生 了 
沸腾 现象 ， 或 密度 值 突然 地 上 升 到 液态 区 域 而 发 生 了 冷凝 现 
象 。 

第 二 条 是 潇 后 ， 即 突变 不 是 发 生 在 进入 稳定 态 另 一 个 边 
缘 时 才 开 始 出 现 跳跃 。 这 段 间 隔 就 是 灌 后 。 例 如 ， 让 我 们 看 
一 个 生态 学 的 例子 ， 设 有 上 限 、 土 蜂 、 三 时 和 草 、 蛇 组 成 的 系 
统 ， 如 限 风 ， 破 坏 土 蜂 窒 使 土 蜂 减少 ， 因 而 三 时 草 少 ， 蛇 也 
少 ， 这 是 稳定 态 ， 如 果 人 类 灭 鼠 ， 有 鼠 少 ， 结果 妖 多 ， 草 多 ， 
蛇 多 ， 这 又 是 一 种 稳定 态 。 这 时 若 停 止 灭 忌 ， 鼠 的 数量 仍 会 
减少 “〈 因 蛇 吃 鼠 》 ， 不 会 立即 向 亦 增 多 方向 发 展 ， 这 就 是 一 
种 滞后 现象 ， 一 切 存 在 都 有 一 定 的 稳定 性 ， 一 般 说 来 ， 稳 定 
性 越 强 ， 灌 后 也 越 大 ， 河 后 现象 是 普遍 存在 的 。 如 突变 的 原 
因 消 失 之 后 ， 突 变 的 结果 仍 会 持续 ， 要 和 狂 做 一 次 逆向 的 突变 
就 需要 比 有 突变 更 强烈 的 动因 。 我 国有 句 “ 矫 杜 必 须 过 正 ， 
不 过 正 就 不 能 矫 枉 ”的 成 语 ， 就 是 针对 滞后 现象 而 言 的 。 

第 三 条 是 发 散 ， 即 在 某 些 状态 下 ， 只 要 因子 稍微 改变 ， 
即 发 生 状 态 的 突变 变化 。 在 气 - 液 相 变 模型 中 的 两 次 突变 现 
象 就 是 这 样 。 

第 四 条 是 双 模 态 , 即 有 些 突变 现象 在 同一 原因 的 作用 下 ， 
可 以 有 两 种 可 能 的 行为 ， 如 “ 狗 急 娩 墙 ”的 突变 中 ， 狗 的 逃 
跑 和 进攻 ， 用 大 拇指 和 中 指 夹 持 一 段 有 弹性 的 钢丝 使 其 变形 
的 例子 中 钢丝 的 上 弯 和 下 弯 等 等 。 

第 五 条 是 不 可 达 人 性 ， 即 在 某 些 状态 变量 上 ， 不 可 能 实现 
稳定 平衡 。 

如 果 我 们 在 一 个 系统 中 观察 到 的 突变 现象 ， 具 有 上 述 特 
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种 的 一 部 或 全 部 ， Sa 
飞 秋 )” 齐 曼 突 变 机 构 。 . 

. 齐 癌 发 明了 一 个 突变 机 构 ， 可 用 以 锐 明 尖 点 型 突变 ， 它 
的 构造 很 简单 用 重卡 纸 剪 一 个 直径 为 一 个 单位 长 度 的 加 
瘟 ， 将 贺 盘 中 心 “02" 用 图 钉 固定 在 一 个 合适 的 板子 上 上， 使 园 
盘 能 以 “02 点 为 中 心 而 自由 转动 。 在 接近 爷 盘 局 边 的 名 点 按 
上 一 个 贺 钉 ， 使 针尖 朝 上 。 把 两 根 橡皮 筋 套 在 点 的 图 针 
上 ， 并 用 第 三 个 图 钉 固 定 其 中 一 根 橡 皮 盘 的 另 一 端 于 麻 板 上 
中 图 盘 中 心 为 两 个 单位 长 度 的 点 处 ， 粮 皮 筋 的 另 一 端 ? 为 
和 出 端 ， 可 以 在 圆 板 平面 上 四 处 移动 ， 整 个 装置 竟 贺 3.4。 

把 自 击 问 用 手 拉 住 ， 让 它 在 圆 盘 所 在 的 板 面 十 缓慢 地 移 
动 ， 此 板 面 叫做 控制 平面 ， 自 由 端的 端点 卫 叫 控 制 点 。 每 当 
控制 点 固定 时 ， 轿 板 就 停止 在 一 个 位 置 上 ， 因 此 圆 板 的 这 些 
位 置 就 是 与 控制 点 相对 应 的 系统 状态“ 见 图 3,.4)。 如 果 角 
过 ROP 用 9 表示 ， 则 当 控 制 点 连续 而 缓慢 地 变化 时 , 角 9 也 随 
之 连续 而 缓慢 地 变化 ， 然 而 ， 奇 特 的 是 ; 当 控 制 点 在 某 一 适 
当 的 位 置 时 ， 圆 盘 就 发 生 跳 牙 式 的 变化 ， 这 就 是 这 个 系统 发 
生 的 突变 。 

如 采 把 : | 起 跳 诸 变 化 的 控制 点 用 错 笔 画 在 平面 上 ， 经 经 
多 次 反复 试验 ， 如 果 将 每 次 引起 圆 盘 突 转 的 点 都 记 下 来 ， 我 
们 就 会 发 现 它 们 形成 了 旭 图 3.5 所 示 的 那样 的 内 种 曲 边 销 石 
线 的 轮 哪 线 ， 它 具有 四 个 尖 角 ， 这 个 轮廓 线 图 形 叫 做 系统 的 
突变 集 。 如 果 工 在 钻石 形 之 外 ， 则 国 笨 只 可 能 有 一 个 平衡 位 
置 ， 但 若 志 在 钻石 形 之 内 ， 则 圆 盘 却 有 两 个 稳定 平衡 位 置 ， 
其 一 是 允 向 左边 和 倾斜， 另 一 是 亿 癌 右边 倾斜 。 如 果 我 们 和 仔细 
操作， 还 能 在 两 个 平衡 位 置 之 间 找到 第 三 个 平衡 位 置 ， 但 它 
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是 不 稳定 的 。 

现在 我 们 对 “突变 机 构 ” 进 行 简单 的 分 析 ， 以 计算 橡皮 
筋 的 势能 六 ， 为 此 ， 以 “0” 为 原点 建立 直角 坐标 系 (如 图 3.5 
所 示 》。 此 直角 坐标 系 确定 了 控制 平面 。 

设 当 控制 点 为 了 (办 时 ， 则 由 图 3.5 可 见 ， 并 利用 两 点 
之 距离 公式 ， 得 

RO= Pp- sind + rtecod): =w 5-4cosg 
QP=v Cp sind)?+ (十 Cos 的 2 
一 《1 十 和 十 ?2 一 22sinb 十 2rcosb0) 女 
由 浇 克 定律 ， 两 根 橡皮 筋 的 势能 与 两 根 涤 皮 筋 的 伸 长 
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五 @ -1 人 一 II 的 平方 和 成 正比 ， 若 比例 常数 为 1 时 ， 则 
y= RO- D+ WP- 1 
A = (v5— 4cos0 ~ 1 ++p +r 
一 2psin8 十 2rcos0) 弘一 1 
故 了 元 : 以 贺 盘 的 位 置 9、 控制 点 的 坐标 "和 ?为 自 变 量 的 三 个 
变量 的 函数 ， 即 7 = (6,7,p)， 常 把 它 称 为 势 沙 数 。 
. 我 们 现在 来 研究 突变 集 的 尖 点 天 (0, po) 的 邻 域 上 所 发 生 
的 突变 (如 图 3.6) 
当 给 定 ", Pp 值 时 ， (60,7,P) 仅 
为 9 的 商 数 ;我 们 用 玉 ,,(9) 来 表示 ， 
- 当 8 给 出 极 小 值 的 点 称 其 为 被 小 
点 ; 给 出 极 大 值 的 点 称 为 极 大 点 。 
对 尖 点 (0,P) 的 分 域 的 点 Pir, p) 
把 水 数 广 (09) 按 9 作 泰勒 (Taylor) 
展开 ， 展 开 式 可 保留 到 8 的 四 次 项 
为 止 。 经 过 适当 地 运算 及 坐标 变换 
可 得 到 以 KC(0,p。) 为 坐标 原点 ， 以 
ww 为 华 标 轴 的 直角 坐标 系 。 在 这 个 
坐标 系 中 势 泪 数 V 可 以 用 近似 的 简 





| P=2t+ Ur? + os 
来 代替 。 根 据 托 姆 定理 ， 我 们 可 以 利用 来 研究 区 的 邻 域 中 
系统 的 突变 ， 因 为 ?是 圆 盘 的 角度 9 经 线性 变换 丽 得 来 的 ， 上 所 
以 我 们 可 以 把 x 作为 贺 盘 的 角度 进行 讨论 ， 上 式 右 端 正 是 我 
们 所 已 熟知 的 尖 点 型 突变 的 正则 形式 < 我 们 已 知 ， 这 个 忆 数 
的 临界 点 旦 "kz) = 4zs+ 2ur+w= 0 的 解 ,讨论 的 结果 表 
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明 ， 只 要 了 在 尖 点 之 外 ， 就 只 环 能 有 -个 平 衡 位 置 ， 否 则 有 
两 个 跳跃 是 离开 尖 点 时 发 生 的 ， 条 件 是 消失 的 平衡 位 置 ， 愉 
好 是 机 构 记 处 的 位 置 。 这 就 是 治 着 进入 央 点 的 同一 路 经 进入 
尖 点 时 不 会 产生 踊跃 的 原因 。 +。 

中 个 突变 机 构 的 “动态 效应 ”可 以 用 系列 图 形 来 表示 。 
见 图 3.7, 每 个 图 形 对 应 于 控制 点 的 一 个 位 置 。 当 “控制 点 ” 在 
# 央 点 ”区 外 时 , 图 形 是 一 个 单 谷 光滑 曲线 , 机 松 的 状态 将 很 
快 达到 和 谷底 , 即 最 小 能 量 状态 。 当 “控制 点 ” 进入 尖 点 区 边线 
之 后 ， 在 原来 的 谷 边 又 出 现 了 第 二 个 谷 ， 即 局 部 最 小 能 量 。 
随 着 控制 点 继续 移动 ， 第 二 个 谷 腔 渐 加 深 ， 甚 至 比 第 一 个 谷 
更 深 ， 但 纸 盘 仍 不 能 到 达 第 二 谷 ， 因 为 两 个 谷 之 间 由 一 个 小 
山峰 隔 开 了 ， 小 山峰 代表 局 部 最 大 能 量 。 当 “控制 点 ” 穿 过 
尖 角 区 的 第 二 根 边 线 时 ， 加 深 的 出 谷 消失 ， 机 构 突然 旋转 ， 
达到 了 一 个 新 的 最 小 能 量 位 置 。 
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i 
另 一 个 比较 黄 名 的 尖 点 机 构 就 是 波斯 顿 的 “重力 突变 机 
构 ”% 这 个 突变 机 构 的 原理 类 似 于 儿童 玩 的 “不 倒 俩 ”， 不 倒 傅 
的 底部 装 有 一 小 铁 块 ,重心 很 低 , “不 倒 伟 ”因此 被 披 拉 不 倒 ， 
“重力 突变 机 构 ” 就 是 这 块 铁 块 缓慢 地 向 上 和 和 向 向 面 移动 , 当 
铁 块 移 到 某 一 特定 位 置 时 ， “不 倒 人 篇 ”就 会 突然 跌倒 , 即 发 生 
突变 , 在 数学 上 可 以 证 明 ， 这 个 突变 就 是 尖 点 突变 , 而 这 个 特 
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定位 置 正 是 数学 上 所 谓 的 A 7 
.5) 锦 丝 弯曲 

.最 局 我 们 家 回 到 钢丝 半 曲 的 例子 上 。 用 办 学 的 原理 可 以 
证 明 ， 受 水 平 挤 压力 和 加 垂直 荷载 的 弹性 本 ; 其 内 能 沙 


数 是 在 移 > 的 四 次 多 项 式 ， Vt)= 半 2+ 寺 oe 人 + : 


其 中 4、 8 是 由 水 平 力 和 地 直 力 决 定 的 两 个 系数 (经 过 适当 选 
择 常 数 ， 三 次 项 可 以 消去 ) ， 于 是 首先 求 Faska7 的 临界 点 ， 
即 解 方程 到 ab (2) = 2 十 a2 +:6=0。 这 是 一 个 三 次 方程 ， 当 
(a,6) 给 定 后 ， 它 有 三 个 根 ， 又 可 分 为 丙种 情形 ，(1) 一 个 
实 概 和 两 个 复 根 ， 这 时 了。(z)? 有 一 个 极 小 值 ， 是 稳定 状态 ; 
《2 ) 三 个 实 根 ， 这 时 Fokz) 则 有 两 个 极 小 值 和 一 个 极 大 值 ， 
F sz)? 取 极 大 值 没有 意义 ， 可 以 舍 去 * 而 两 个 极 小 值 ， 说 明 
1" ,skz) 有 两 种 极 小 状态 ， 究 竞 取 那 一 种 不 能 确定 ， 因 而 表 
示 不 稳定 态 。 这 种 有 三 个 根 的 参数 (a,5) 就 处 在 分 歧 点 集 
内 ， 三 个 zx 值 正 好 表 未 曲面 = !(oy 人 出 现 了 折 选 ， 前 面 已 
说 明 三 次 方程 44 了 t+2uxt+v 
=0 的 解 , 由 判别 式 A = 8w 
g +27t2 判 定 ， 在 这 里 za + az 
+ 6=0， 通 过 数学 计算 表 
4+21 如 明 它 的 解 的 判别 式 是 
A=4asa+2752,A=0 就 是 尖 
角形 区 域 的 边 绿 上 曲线 ，A 过 
0 表示 类 角形 区 域 ， 合 A 汪 0 






图 3:8 
的 参数 (oa Peer) 只 育 唯一 的 极 小 值 ，z 处 于 稳定 态 ， 兄 
图 3.8。 
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3， 燕 尾 型 突 赛 
燕尾 型 突变 的 势 函 数 是 
| V(r) = + WGH3 十 t+ 
状态 变量 有 一 个 ， 即 >， 控 制 变 量 有 有 三 个， 即 4.r,?*， 故 相 
空间 是 四 维 的 ， 这 个 势 函数 的 临界 曲面 ， 即 平衡 由 而 到 的 方 
程 是 
Vir) 一 5324 十 3UH2 十 2 十 名 一 们 . C5 
它 是 ,2+,?c,7) 四 维 空间 的 曲面 ， 在 三 维 空间 中 已 无 法 通 
出 ， 我 们 称 它 为 超 曲 面 ， 其 奇 点 集 是 方程 
Vr) 一 20r3 十 人 人 十 2r = 全 《人 > 
的 形 的 子 集 ， 由 (5 ) 利 (6 ) 可 以 直接 消去 7。 得 到 分 歧 点 集 
BP 的 方程 ， 它 是 三 维 控制 空间 (中 的 -一 个 曲面 ， 既 然 我 们 只 
关心 系统 的 定 忻 性 态 ， 因 而 首先 要 售 夯 出 妃 的 略图 ， 它 是 三 
维 空间 的 图 形 ， 轴 上 形状 象 燕尾 ， 故 而 得 它 。 刘 何 画 其 略图 
呢 ? 一 个 做 法 是 , 设 避 旺 C 中 4 一 当 数 ?的 平面 , Pn 是 Cw 与 并 
的 交 线 ， 则 下 也 是 C 中 的 一 条 山 线 ， 芳 能 对 所 有 的 值 画 出 
该 曲线 ， 浊 我 们 就 能 建立 整个 曲面 2, 
即使 在 w 保持 为 常数 的 情况 下 ， 也 最 好 是 不 要 从 这 些 方 
程 中 消去 z， 而 是 把 它 看 作 沿 着 4 的 一 个 参数 ， 我 们 注 意 到 
(6 ) 基 z 的 一 个 奇 函 数 ，(5) 与 (6 ) 一 起 意味 着 w% 是 7 的 一 个 
偶 函 数 ， 巾 此 ，* 是 ?的 一 个 偶 函 数 ， 故 对 任何 %*， 曲 线 Bi 相 
对 于 w* 轴 是 对 称 的 。 
直接 对 (5) 和 (C6 ) 分 别 求 和 * 对 z 的 导数 ， 并 注意 到 


是 "的 复合 函数 ， 理 把 5” 、- 各 - 解 出 来 ， 得 芭 





一 


dw _ ,Iv 








‘Ur dz 6 
do = ~ (30z? + 3) 《8) 
dg 


由于 C6)、《7 ) 的 其 他 各 项 为 零 ， 我 们 现在 来 分 别 考虑 "0 
和 wx<0 的 情况 。 


如 果 w>0， 由 (8) 容 易 看 出 ，- 人 2 不 可 能 为 零 ， 因 此 ， 
是 z 的 严格 单调 函数 ， 且 由 (7 ) 可 得 方程 ， 


处 处 成 立 ， 方 程 (6 ) 意味 着 t.<<0， 等 号 仅 当 z=v=0 时 成 
闻 ， 且 在 该 点 w 也 为 零 。 由 此 可 知 ，Bu 是 光 渭 曲 线 ， 当 |2 | 


大 时 ww 也 大 ， 生 加 的 符号 与 ?的 符号 相同 ， 并 仅 在 原点 为 


hv 


零 ， 综合 这 些 ， 在 平面 上 建立 直角 举 标 系 t0w， 于 是 可 画 出 
图 形 如 图 3.9(a) 所 示 。 


如 果 w<0, 由 C8) 可知, 令 - 守 =0, 得 z= 土 V (=010， 


由 (7) 式 可 知 ， 当 - 竺 = 0 对 ， -他 -=0， 从 而 对 + 的 三 个 


值 ，Bw 在 z=0 处 有 一 个 临界 点 ， 而 在 男 外 两 点 处 有 尖 点 。 
现在 我 们 来 确定 临界 点 的 类 型 ， 我 们 注意 方程 (6 ) 意味 

善 对 | | 之 土 (一 0.3w) ， 乘 积 zp 不 可 能 是 负 的 。 即 然 “ 

与 ?同时 趋 于 零 ， 可知 若 "是 一 个 小 的 正 数 ， 则 也 是 正 的 ， 


而 -号 -是 负 的 。 这 一 点 与 Bu 相对 于 w 轴 对 称 的 事 实 一 起， 
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确定 了 临界 点 是 一 个 相对 极 大 点 。 
最 后 ， 我 们 注意 到 若 v= 0， 则 由 (6 ) 式 可 解 得 z=0 或 
者 f= 土 (~0.3w) 。z=0 对 应 于 在 原点 处 的 一 个 极 大 


点 ， 代 入 方程 (5 ) 时 ， 我 们 发 现 另 两 个 根 都 给 出 ”= 了。 


因此 Bu 在 正 w 轴 上 有 一 个 自 交 点 ， 另 外 ，|z | 有 大 的 值 意味 
着 jp| 和 ?4 都 有 大 的 值 ， 最 后 由 参数 z 的 值 可 知 我 们 所 发 现 
的 点 依次 为 ， 自 交点 、 尖 点 、 极 大 点 、 尖 点 、 自 交点 ， 根 据 
这 些 可 画 出 图 3.9(b)。 





Ww 0 
p pe 2 
| 
(1a) «> 0 {bb} wD 
图 3.9 ”燕尾 分 歧 点 集 的 截 线 
又 因为 白 交 点 迹 线 的 方程 是 抛物 线 
~- 9 了 

40 二 6 Ww, v=0 


我 们 就 可 把 4 曲线 汇总 构成 图 3.10 所 示 的 曲面 B。 

为 找到 在 万 划 分 C 所 得 三 个 区 域 中 势 的 形式 ， 只 须 考 虑 
= 0 和 < 之 0 的 点 就 可 以 了 。 | 

方程 645) 是 5z4+3uzz+2oz+z=0， 解 得 (用 求 根 从 
式 ) 


s+ 29 。 








医 3.10 和 革 居 以 分 引 点 棵 


-3+itv9w—20% 
10 


P= 


由 判别 式 9vz - 20ve 判 别 方程 (5 ?的 根 的 情况 。 
(GD) 人 方程 (5 ) 无 实 称 ， 故 F 无 临界 点 


(2 ) 若 0< vc 名 一 ， 这 时 gu 300 是 实数 且 小 


于 正 实 数 - 3k， 综 的 两 个 解 都 是 正 实数 ， 且 捕 有 四 个 临界 
点 :两 个 极 大 点 和 两 个 极 小 点 # 
《3) 若 c<0,2 的 两 个 解 都 是 实数 ， 但 其 中 一 个 是 负 
数 ， 因 而 了 只 有 两 个 临界 点 : 一 个 极 大 点 和 一 个 极 小 点 。 
这 样 ， 图 3.9 中 尚 面 上 方 不 可 能 有 稳定 平衡 点， 一 个 稳 
定 平衡 点 在 曲面 下 方 ， 另 两 个 在 兹 尾 内 。 
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4.， 蝴蝶 型 突变 

蝴蝶 型 突变 ， 是 应 用 范围 仅 次 于 * 尖 点 型 突变 ”的 一 种 
基本 突变 。 它 的 势 函 数 为 

FOE) = 2 +tr + + t+ WZ 

状态 变量 是 x:-， 包 含 四 个 控制 变量 ， 即 tr,r?r*， 故 相 空 间 
是 五 维 的 ,但 控制 空间 C0 是 四 维 的 , 所 以 还 是 不 能 画 出 分 层 点 
集 五 。 我们 现在 仍 采 用 与 前 面 大 致 相似 的 方法 画 出 它 的 三 维 
截 只 和 二 维 截 口 ， 最 后 汇总 成 映 螺 突变 的 平衡 曲面 ， 其 形状 
象 一 只 起 飞 的 蝴蝶， 蝴蝶 型 四 此 得 名 。 现 在 考 嘎 五 被 不 同 的 
t 和 v 值 平面 C= 常数 和 w= 常数》 所 截 的 截 线 ， 以 得 到。 的 略 
图 。 事 实 上 ， 我 们 可 仅 对 w= 0 进行 计算 ， 国光 这 在 罗马 加 攻 
紧 突 变 的 特征 。 


其 平衡 曲面 M 由 方程 
Per) = 625 十 4tz8+ durT + 207+ W200 (9) 
给 出 ， 故 是 超 曲 面 ， 奇 点 集 是 对 的 子 集 ， 它 满足 以 下 方程 
V* (LY) 一 30z4 上 + 12tzr2 + Gur + 20=0 (10) 


辕 定 t# 和 并 取 z 为 沿 着 曲线 及 .的 一 个 参数 。 于 是 由 (C10) 式 解 
出 。 

— v= 1524+ Gtr?+ 3uz (11) 
代入 (9 ) 得 

= 475 + BFS + Bu (12) 
如 果 # = = 0， 我 们 可 以 消去 # 而 得 


DpD 5 TW 4 
, -( 亩 )-( D4 ) 
故 Bo 是 一 个 简单 尖 点 。 为 了 看 出 对 于 其 他 i 和 % 值 会 发 生 什 
人 么 情况 ， 我 们 对 (11) 和 (12) 求 关于 2 的 导数 





ae B31 。 


‘to 





es 607 + TI2zz + Bu (13) 
-于 = 12044 十 24822 十 6uz C14> 
著 z=0。 则 由 (12) 式 看 到 ， 4 =0, 而 车 
20Y3 + dir+ i=0 (15> 
册 =0, 2 =0 [ 因 ~ $7 = 60%°+ 12t2 + 3n=4(202 
-证 家 = 120xz4+ 24127 + Gu = 62 (202° + 4tz + tt) bp 





方程 (13) 和 (14) 别 无 其 他 零点 ， 故 BB. 可 能 有 一 垂直 的 切线 
《 它 必须 在 原点 处 》 或 车 干 尖 点 ， 但 没有 水 平 切线 。 

方程 (15) 既 然 是 三 次 的 , 故 它 至 少 有 一 个 实 根 , 因此 及 ,至 
少 有 一 个 尖 点 。 如 果 方 程 (15) 的 所 有 根 都 是 实 根 ， 则 将 有 三 
个 尖 点 ， 这 时 判别 式 必 人 须 是 


| S 
442 十 区 全 -) <0 


容易 看 出 ， 宙 于 其 第 一 项 是 平方 项 ， 所 以 当 t<0 时 ， 不 可 能 
被 满足 ， 故 把 t 制 做 蛙 蝶 因子 。 因 从 简单 的 尖 点 出 线 到 形状 
类 似 于 蝴蝶 的 曲线 的 转化 , 主要 是 由 这 个 变量 的 变化 造成 的 ， 
因为 及 , 仅 当 w= 0 时 对 称 于 tv 轴 ， 所 以 变量 4 叫做 各 偏 倚 因子 。 
w 和 和 % 分 别 叫做 “正则 ”变量 和 “ 剂 分 2 变量 ， 因 为 它们 起 
着 与 尖 点 突变 的 正则 变量 和 前 分 变量 相同 的 作用 。 
” 现 令 %=0， 则 方程 (11) 一 (14) 成 为 
— v= 15rt+ 6tr? (16) 
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10 一 24.55 十 Bir 《17? 





dr 60+ 12tr (18) 
Hr 
CO 20 +24te? (19) 
[RA 


若 i2>0， 则 由 (16》 式 易 见 ?总 是 负 的 ， 在 原点 有 一 个 尖 点 ， 
从 而 无 分 离 的 垂直 场 线 , 怒 。. 是 一 条 简单 曲线 。 若 上 <0, 则 容易 


验证 ， 在 ==0 和 xz = 土 二 875 处 两 个 导数 -92 和 -552 同时 


rr 





为 零 ， 于 是 共有 三 个 尖 点 ， 但 也 没有 分 离 的 垂直 切线 ， 若 把 

X= 土 vV ~1/5 直接 代入 (16) 和 (17) 就 可 以 说 明 两 个 不 在 原 

点 处 的 尖 点 都 落 在 上 半 平 而 内， 再 确定 曲线 与 坐标 轴 的 区 
6¢ 


令 v=0， 则 出 (16) 可 得 ?=0, 或 = 一 5 (由 求 根 公 


式 ) 
ix= 山 则 由 (17) 可 得 z= 0， 或 #2= 一 一 


除 已 知 的 原点 ， 我 们 发 现 曲线 与 2 轴 两 有 个 交点 ,但 与 * 轴 只 


有 一 个 交点 。 因 为 两 个 什 + /{ -~ ) 给 出 同样 的 r 值 一 


《 正 》， 因 此 在 * 轴 上 丰 有 一 个 自 交 点 ， 核 验 了 对 大 的 ;x1 值 
sv 和 名 确 有 已 被 指出 的 性 态 之 后 ， 我 们 可 以 画 出 =0 和 和 ti<0 
时 电 蝶 突变 分 上 点 集 的 截 线 ， 表 示 每 个 区 域 中 势 两 数 广 〈z) 
的 形式 。 最 小 点 已 标记 ( 见 图 3.11》。 

与 熬 尾 弄 突变 的 讨论 相似 ， 为 了 找到 在 不 同 区 域 中 势 栈 
ee 33 *， 








图 3.11 


数 的 形式 ， 从 取 x=”w”= 0 开始 ， 故 由 (9 ) 式 ， 天 的 方程 成 为 
6z5 十 48 二 209 = 人 
这 个 方程 有 五 个 根 ， 显 然 ， 它 有 一 个 根 是 x = 0, 而 其 余 四 个 ， 
由 方 程 674+ 4tx?+2"=0 给 出 ， 由 求 根 公 式 可 得 到 
好 2 一 (— tiv (G38) | 

如 果 ，#>0, 则 z? 只 有 当 " 之 0 时 为 实 妆 , 因此 在 尖 点 中 共有 三 
”个 平衡 点 (两 个 稳定 的 和 一 个 不 稳定 的 ) ， 但 其 外 只 有 一 个 
《稳定 ) 平衡 点 ， 这 些 完 全 和 尖 点 突变 一 样 。 

如 果 !<0， 则 共有 三 种 情况 ， 

《1 "<0, 三 个 平衡 点 ， 两 个 稳定 的 和 - -个 不 稳定 的 ， 


(2) 0<o< -二 -， 五 个 平衡 点 ， 三 个 稳定 的 和 两 个 不 


4 BE ，。 


OO 


稳定 的 ， | 
(3) v> ,一 个 稳定 的 平衡 点 。 


”类 似 于 燕尾 突变 的 情形 ， 这 些 结果 也 都 是 容易 确定 的 ， 
员 雪 注意 到 越过 一 个 兴 点 突变 的 分 歧 点 时 ， 一 般 情 况 下 ,或 
增加 或 减少 一 对 平衡 点 一 个 稳定 点 和 一 个 不 稳定 点 。 其 
余 西 个 区 域 ， 各 与 一 个 有 三 个 临界 点 的 区 域 和 一 个 只 有 一 个 
临界 点 的 区 域 有 公共 的 普通 边界 ， 出 此 可 知 这 两 个 区 域 中 的 
每 一 个 都 有 三 个 平衡 点 ， 其 中 两 个 是 稳定 的 ， 一 个 是 不 稳定 
的 。 

图 3.12 给 由 了 当 上 = 0 和 <<0 时 作为 zx，*，w 的 函 数 的 平 
衔 旧 面 ， 这 说 明了 蝴蝶 突变 与 尖 点 突变 之 间 的 相似 ， 对 t>0 
曲面 是 等 价 的 。 





图 3.12 “二 0 和 zx<<0 时 晓 屿 突变 的 平 稀 辐 面 


埠 人 5 5 


蜂 蝶 突变 描述 了 三 种 不 同 质 态 互 相 转 化 时 中 介 过 渡 区 构 
成 的 几何 形状 ， 如 果 有 三 种 稳定 的 质 态 ， 并 且 它 们 能 互相 可 
道 地 转化 ， 那 么 就 可 以 用 蝴 虹 型 突变 来 找 述 ， 蝴 蚜 突 变 和 尖 
点 突变 者 是 几 种 质 态 之 间 能 够 可 逆转 化 的 模型 。 例 如 水 及 其 
他 一 些 物质 常 有 固 、 液 、 气 三 种 不 同 的 物 态 ， 且 它们 可 以 互 
相 转 化 , 相应 的 模型 就 是 蝴蝶 型 的 。 为 了 方便 , 这 种 类 型 的 标 


准 势 函数 ， 也 常 写成 Ph ew 


本 了 dwt 临界 曲面 为 2 一 -要 一 mx? dzxs=0， 对 给 定 的 参 


数 《ss 订 能 有 方程 的 5 个 根 ， 可 能 出 现 一 个 实 根 ， 
3 个 实 往 和 5 个 实 根 的 情形 ， 当 任意 固定 (4,)， 即 得 一 截 
口 ， 它 将 (一 2 平面 分 为 几 个 区 域 ， 有 二 相 共 在 区 和 三 相 共存 
区 ， 可 用 来 更 细 狐 地 分 析 过 热 、 过 饱和 等 祖 现 象 ， 如 对 水 的 
相 图 〈 图 3.13) ， 在 温度 、 压 力 构成 的 控制 平 面 上 ， 杆 图 实 
际 是 蝴蝶 型 的 《 话 3.3 鸣 尖 角 型 是 其 中 的 一 部 分 )。 

晤 虹 型 突变 在 开 论 化 学 中 特别 有 有用， 例如 氢 氧 化 物 的 水 
洲 液 有 三 种 基本 性 质 ，(a) 电离 H+， 强 酸性 ，(b) 电离 OH-， 
强 碱 性 ，({c) 不 电离 ， 旦 酸性 ， 只 要 我 们 选择 适当 的 控制 变 
量 ， 在 控制 平面 上 ， 这 些 人 性 质 存在 的 中 介 状 态 ， 即 弱 碱 、 弱 
酸 和 两 性 区 的 分 布 应 当 是 蝴 暴 型 的 ， 更 在 我 们 选择 某 些 键 参 
数 ， 如 离子 半径 和 电 负 性 建立 控制 平面 ， 发 现 这 三 种 人 性质 的 
分 布 的 确 是 蝴蝶 型 的 〈 图 3.14? 。 

尖 点 型 和 蝴 轴 型 突变 是 几 种 质 态 之 闻 能 够 可 六 转 化 的 
模型 ， 自 然 界 有 些 过 程 是 不 可 道 的 。 比 如 死亡 是 一 种 突变 ， 
活 人 可 以 变 为 死人 ， 但 反 过 来 却 不 行 ， 俗 话说 ， 人 死 不 能 复 

SG .。 
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团 3.13 图 3.14 


活 ， 这 一 突变 过 程 可 以 用 折 送 型 、 燕 尾 型 等 势 函 数 最 高 为 寄 
次 的 模型 来 描述 。 

上 述 四 种 类 型 的 突变 ， 状 态 变量 个 数 都 是 1， 当 状 态 变 
量 个 数 为 2 。 而 控制 变量 个 数 都 是 3 、4 时 ， 出 现 椭 贺 脐 型 ， 
双 曲 脐 型 和 抛物 脐 型 突变 ， 由 于 它们 不 能 用 一 个 曲面 来 描述 
分 歧 点 集 ， 情 况 就 很 复杂 了 ， 但 也 可 以 画 出 它 们 的 某 些 侧 
画 ， 现 分 别 介绍 如 下 。 

5， 椭 圆 脏 型 突变 

椭圆 脐 型 突变 或 称 圆 椭 型 脐 点 。“ 脐 点 ”这 个 名 称 ， 蚌 
从 十 典 微分 拓扑 中 引用 的 ， 对 原来 对 曲面 上 点 的 性 质 的 含 尽 


FF KZ，7) = 3 ~ y+ w+ YD) ~ UE+ oy 


e 37 。 


其 第 一 项 (z?) 的 系数 为 -5 _， 为 的 是 取 导数 以 后 使 平衡 曲面 


耻 的 方程 在 x* 项 的 系数 为 1， 因 为 这 样 可 使 计算 简洁， 定性 
结果 当然 不 受 影 响 (有 人 也 写 为 2* 一 zy 一 ww(z? +9) 一 Wz 
+?y) 。 状 态 变量 有 两 个 ， 即 x、y， 控 制 变 f 量 为 3 个 ， 即 
%,v、w， 故 相 空 间 是 五 维 的 ， 但 控制 空间 仍然 只 是 三 维 的 ， 
所 以 我 们 还 是 能 把 它 画 出 来 。 

对 VV(z,y) 求 偏 导数 并 令 其 为 零 ， 得 平衡 曲面 六 的 方程 





是 
Sy +2 mu 0 | 
. (20) 
Oy _ ~—27Yy+2wt+v=0 
Oy 
有 有点 集 S 是 性 的 子 集 ， 求 的 二 阶 偏 导数 
O21” O27 a 
Os Ht20, oz 
217 2 
‘Gr 二 一 23Y 十 291y 5 2y 
作 海 赛 矩 阵 
( 27+2i0 —2y ) 
—2y -22+2w 
对 8 而 言 ， 还 有 
2¥+ 2 — 2Y 1 
| —2y 一 2 二 2320 
成 立 ， 或 展开 为 
A=4(w -x —y)=0 : (21) 


ee 一 一 一 


我 们 仍 采 用 与 前 大 致 相同 的 方法 找 分 歧 点 集 刀 的 方程 。 
为 此 ， 考 虑 截面 = 常数 ， 并 试图 夯 出 2, 的 赂 图 ， 由 方程 
(21) 可 看 出 ， 如 果 w 是 常数 ， 则 有 

z= wcosd, y= wsind 
把 它们 代入 (20) 的 两 个 方程 ， 并 通过 数学 运算 得 仅 含 一 个 参 
数 8 的 “和 ?的 方程 
w= wi(cos0 一 sin2 十 2cosb) 
= wi(cos20 +2c0s0) 
“= 0*(2c0s0sin 一 2sinb) 
= wi(sin20 — 2sin0) 
如 果 必 =0， 则 成 是 单独 的 点 ,%=2+= 0。 


如 果 w 二 0， 则 当 9= gm, 士 一 于 时 ， 有 


”3 
Adis 过 
一 
而 当 9 = 0 和 士 -3- < 时 ,有 
dn 
Ta 


因此 在 
3 Re 3 3 
(C320? ,0),( = 202， 2 一 本 人 


处 有 尖 点 ， 而 在 (一 w?,0) 处 有 垂直 的 切线 ， 这 就 很 容易 画 
出 五 。( 图 3.15) ， 而 既然 尖 点 迹 线 又 可 看 出 是 抛物 线 ， 从 而 
也 能 画 出 全 部 分 此 点 集 羡 (图 3.16) 。 

现在 我 们 在 三 个 区 域 中 确定 『 的 形式 。 对 位 于 尖 点 锥 体 


39 。 








因 3.15 ” 椭 加 型 脐 点 分 歧 点 集 的 截 线 


mp me 一 一 一 一 一 
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内 的 两 个 区 域 ， 可 以 通过 并 % 轴 上 选取 样本 点 的 方法 把 到 的 
方程 简化 为 

p+2wr=0 

y{w—2£)}=0 
解 之 ， 得 | 
LZ=w, Y= tw Byr=y=0r7= -2w2,y=0 

除了 z =y= 0 以 外 ,其 余 两 点 都 使 判别 式 A = 4 (0 -2 一 六 ) 
0, 所 以 它们 是 鞍点 ， 如 果 z=y=0， 则 


2 
A=4w 0 和 oe? 


Br? 


因此 这 个 剩 下 的 临界 点 当 w>>0 时 是 极 小 点 ， 而 当 妈 <0 时 是 
极 大 点 。 故 在 一 个 锥 体 中 有 三 个 鞍点 和 一 个 极 小 点 ， 而 在 另 
一 锥 体 中 有 三 个 鞍点 和 一 个 极 小 点 。 
在 其 余 区 域 中 ， 为 方便 计 ， 考 虑 特殊 点 (, v， ti) = 
《0, 2.0)， 将 其 代入 (20) 得 有 的 方程 是 
z= 和 zy=1 

它 有 两 组 解 ，z=y= 土 1。 在 每 一 种 情况 下 ， 都 由 判 别 式 算 
得 A = -8， 故 在 这 个 区 域 中 的 每 一 点 ， 势 函数 都 有 两 个 临界 
点 ， 且 它们 都 是 鞍点 ， 这 样 以 来 ， 在 三 个 区 域 中 上 只 用 一 个 区 
域 可 能 有 不 同 于 空 状态 的 任何 状态 。 

8. 双 曲 脐 型 突变 

双 泪 脐 型 突变 或 称 双 曲 型 脐 点 ， 它 的 势 函 数 是 

Vr, yy = 2 + y+ WEY ~ WT ~ VY 

相 空 间 仍 是 五 维 的， 但 控制 空间 仍然 具 蚌 三 维 的 ， 所 以 我 们 
还 是 能 把 它 画 出 来 的 ， 其 站 禾 曲 面 开 是 三 维 超 曲 面 ， 它 的 方 . 
程 是 


= 2 





ea 41 。 


37:+wy—-%=0 
: | (22) 
3y +uwr—-r= 人 0 | 


各 式 左 端 分 别 为 偏 导数 -5 和 -95-， 而 奇 点 集 8 是 人 的 一 个 


子 集 。 求 F 的 二 阶 偏 导数 ， 
Op 0 
Oy GyOz i 
故 对 & 而 言 ， 还 有 海 赛 矩 阵 的 行列 式 
| 6z ww ee 
| | an 6y 
成 立 ， 其 展开 式 为 
A=36vy—-w=0 (23) 
与 前 所 述 相似 、 进 一 步 讨 论 的 最 简 方法 又 是 考虑 截面 w= 常 
数 ， 并 试图 通 出 曲线 用 。 首 先 注 意 车 ;=0， 则 由 方程 (23)》 
可 知 z =w= 0， 如 果 z = 0， 则 由 (22) 的 第 一 式 可 知 ， 这 就 意 
味 着 “= 0， 而 (22) 的 第 二 式 ， 由 于 其 第 一 项 为 3 ， 故 要 求 
v 为 正 ， 对 于 y=0， 也 得 类 似 的 结果 ， 这 时 意味 着 + = 0 和 要 
求 4 为 正 。 因 此 ， 芒 ,由 正 # 轴 和 正 * 轴 组 成 。 
现在 假定 #0， 由 方程 (23) ， 把 y 用 Zz 来 表达 ， 即 y= 


3， 然后 代入 (22) 式 ， 以 求 得 4 和 * 的 参数 方程 : 


1 1 


= 327 二 一 一 3 
362 
Bt (24) 
二 a ?rE 


* 42 ， 


如 果 | z | 很 小 ， 则 1 | 和 | 中 都 很 大 ， 但 不 论 * 是 小 的 正 数 还 
是 小 的 负数 ，? 总 是 正 的 ， 而 w 则 会 改变 符号 (因为 车“*>>0， 
则 w 与 z 同 号 ， 而 车 w< 之 0， 则 符号 相反 〉。 从 而 PB, 不 时 一 条 
连续 曲线 ， 它 由 分 离 的 两 段 组 成 。 








再 把 方程 (24) 对 2 求 导 : 
du _e Ww? 
dr 36x: 
do _ _ 6w, 
a 


仅 当 2= 一 6- 时 ， 两 个 导数 才 同 时 为 零 ， 故 如 没 在 相对 极 天 





点 或 极 小 点 而 只 有 一 个 尖 点 ， 它 位 于 (下 -ws -oz) 处 。 


如 果 w 之 0, .相应 于 x 过 0 的 部 分 是 光滑 的 而 没有 驻 点 
《0, 0) 当 


i ?0 
E 3.4 


即 当 
A . 1 
"< 
时 ， 它 与 v 轴 相交 。 曲 线 相应 于 zy>0 的 部 分 有 一 个 尖 点 , 但 它 
既 没有 驻 点 ， 与 诸 坐 标 轴 也 没有 交点 。 又 F 相 对 于 z 和 % 的 对 
称 意味 着 B, 相 对 于 直线 w=0 的 对 称 ， 根 据 这 些 事实 ， 我 们 

就 能 面 出 双 曲 型 脐 点 分 歧 点 集 的 截 线 如 图 3.17 所 示 。 
如 果 w<0， 图 形 与 wo 之 0 时 是 相同 的 ， 只 是 曲线 的 光滑 
部 分 现在 与 ?之 0 相对 应 。 玉 与 v=* 的 交 线 又 是 扩 物 绪 ， 有 由 此 
rR 


我 们 立即 可 以 画 出 B 本 身 (图 3.18)。 





3.18 双 曲 型 脐 点 的 分 此 点 集 


分 歧 点 集 把 控制 空间 分 为 四 个 区 域 ， 通 过 考虑 藩 在 线 


u=%. w=1 


- 44 bd 





上 的 各 点 ， 我 们 可 以 考察 其 中 的 三 个 区 域 。 由 方程 (22) 得 


= r+ wy 
.VP=3y+2 
于 是 得 
3z7+ y=3+2 
a 
即 Gr (z+y- 4)=0 
1 
故 my 


3 
如 果 z =y， 则 方程 (22) 的 第 一 式 给 出 


322 +2 一 2=0 


由 判别 式 -125 一 知 ， 上 式 当 且 仅 当 w > ~ -二 -时 有 两 
个 实 根 。 如 果 2 + y= 地， 则 方程 (22) 的 第 一 式 给 出 


377~ s+ -3 -w=0 


它 仅 当 v>>- 志 时 有 两 个 实 根 。 既 然 *“= "= - 一 -在 及 的 光滑 


部 分 ， 而 w=v= 一 是 它 的 尖 点 ， 我 们 可 以 看 到 在 区 域内 存 


在 着 四 个 临界 点 ， 在 区 域 2 内 存在 着 两 个 临界 点 ， 而 在 区 域 
3 内 没有 临界 点 。 通 过 在 线 上 选取 适当 的 样本 点 可 容易 证 
明 ， 在 区 域 1 内 势 菠 数 有 一 个 极 小 点 ， 一 个 极 大 点 和 两 个 远 
点 ; 而 在 区 域 2 内 ， 势 函数 有 一 个 极 大 点 和 一 个 鞍点 。 琵 余 
的 只 是 区 域 4, 它 包括 负 v 轴 ， 通 过 与 所 作 过 的 相似 的 数学 计 
。45 。 


算 , 我 们 就 可 以 证 明 在 这 里 势 函数 有 一 个 鞍点 和 一 个 极 小 点 。 
与 柄 圆 脐 点 势 务 数 相似 ， 双 划 现 脐 点 的 势 函 数 也 最 多 只 
能 有 一 个 稳定 平衡 点 ， 有 稳定 点 存在 的 区 域 如 图 3.19 所 示 。 


r 


图 3.19 双 曲 型 脐 点 的 仅 有 的 非 空 状态 的 边界 


7， 抛物 脐 型 突变 
抛物 脐 型 突变 或 称 抛物 型 脐 点 ， 它 的 势 函 数 为 


VrSY) = + E+ ty ty 
先 求 偏 导数 -3 ，-9 厂 ， 并 令 它们 等 于 零 ， 得 平衡 曲面 杂 /的 
方程 ; 
27y 十 2204 一 2 = 0 } (25) 
4 +Z:+2ty—-v=0 
奇 点 集 3 是 歼 的 子 集 ， 求 出 上 的 二 阶 偏 导数 ， 对 8& 而 言 ， 
还 有 海 赛 矩阵 的 行列 式 
| 2 十 290 22 
| 27 1l2y:+2t = 
[8 A= (y+w) (6 + = 2 
我 们 仍 可 采用 与 前 大 致 相同 的 方法 菌 出 分 歧 点 集 ， 现 在 
略 去 其 繁琐 的 计算 与 分 析 “〈 因 为 这 只 是 机 械 地 重复 ) 。 径直 
地 季 出 对 于 不 同 的 ww 和: 值 ， 抛 物 型 脐 点 分 歧 点 集 的 截 线 ， 


ee 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
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出, 红线 


辣 的 和 : 值 ， 抛 物 昏 脐 点 集 的 截 线 


不 


图 3.20 对 于 


$$ 47 $ 


如 图 3.19 所 示 ， 以 及 对 于 不 同 的 w 和 ! 值 ， 局 部 状态 的 数目 
《图 3.21) ， 这 些 图 形 ( 连 以 前 已 画 出 的 ) ， 都 是 采 自 桑 德 
斯 的 《突变 理论 入 门 》 一 书 ， 例 如 在 图 3.20 中 ， 读 者 可 以 认 
出 这 样 几 个 突变 ， 尖 点 C16)， 潍 尾 (14)， 椭 圆 型 脐 点 (10) 和 
双 曲 型 脐 点 (5 ) 至 于 C2) 和 (3)， 则 是 我 们 还 未 见 到 的 图 形 ， 
(2) 是 “ 居 ” 突变 (1》 则 是 鸟 嘴 至 鸟 正 突变 见 图 3.22 和 图 
3.23。 

不 断 增 加 控制 空间 和 状态 空间 的 维 数 ， 可 以 得 到 越 来 越 
多 的 突变 类 型 。 已 有 数学 工作 者 对 多 至 25 维 加 以 分 类 , 但 是 对 
实际 问题 取 模 型 时 ， 上 述 七 种 是 最 重要 的 ， 它 们 的 控制 空间 
不 大 于 四 维 ， 对 通常 的 物理 现象 ， 如 果 用 空间 位 置 ( 三 维 ) 加 














得 拓 商 个 品名 卡 起。 | | -全 局 需 状 态 。 | | 无 志 部 次 太 
图 3.21 对 不 局 的 w 和 7? 值 ， 局 部 状态 的 数 晶 


bs 及 BB 时 





图 3.23 ” 乌 嘴 至 鸟 中 


上 时 间作 为 控制 参 族 ， 也 只 需要 四 维 ， 这 七 种 突变 的 相应 的 
几何 性 质 己 如 上 所 述 。 

高 维 的 突变 玖 ， 即 使 不 能 画 出 图 形 ， 仍 然 可 以 作为 现象 
毕 模 型 ， 轩 为 它们 钦 上 几何 特性 蚌 完全 确定 的 ， 当 不 能 用 图 形 
来 观察 状态 或 行为 点 的 移动 时 ， 也 可 以 用 分 析 来 研究 ， 每 种 
突变 都 是 由 一 个 势 函 数 定义 的 ， 状 态 曲 面 是 该 函数 的 一 阶 导 
数 为 零 时 的 图 象 ， 势 函数 的 最 高 次 项 ， 确 定 了 解 的 最 多 个 
数 ， 最 大 最 小 能 量 状态 的 个 数 ， 反 映 了 突变 的 基本 属性 ， 其 
余 的 项 ， 则 可 以 认为 是 对 该 雇 性 的 于 扰 ， 或 规定 该 属性 出 现 
灼 条 件 。 代 入 控制 参数 各 种 可 能 的 值 ， 将 决定 势能 量 函 数 的 
各 种 可 能 状态 ，、 例 如 、 对 于 尖 点 型 突变 ， 如 ”的 值 在 某 些 范 
围 内 将 使 势能 量 有 两 个 最 小 和 一 个 最 大 状态 ， 在 另 一 些 值 上 
出 只 有 一 个 最 小 状态 。 


第 四 章 “” 帘 变 理论 的 应 用 


突变 理论 是 突变 现象 的 一 个 数学 模型 ， 它 的 一 个 重要 特 
点 是 研究 自然 界 和 社会 领域 内 的 不 连续 变化 的 突变 现象 ;说 
明 现实 事物 ， 并 对 事物 未 来 的 突变 进行 预测 ， 控 制 突变 的 发 
生 。 突 变 理论 的 应 用 虽 是 初步 , 但 范围 广泛 , 涉及 到 生物 学 、 
医学 、 物 理学 .化 学 .心理 党 .工程 技术 .社会 科学 和 人 文科 学 
等 等 ， 借 助 突变 理论 不 仅 能 加 深 数 学 、 物 理学 、 化 学 、 工 程 
技术 等 学 科 中 已 有 定理 或 定律 的 认识 ， 且 已 获得 了 一 些 新 的 
成 果 ， 特 别 是 在 生物 学 、 社 会 科学 和 人 文科 学 中 ， 许 多 现象 
很 难 用 其 他 的 数学 方法 处 理 ， 却 可 以 应 用 突变 理论 。 英 国 数 
学 家 桑 德 斯 写 道 ， “突变 理论 的 一 个 重要 特点 是 ， 它 不 仅 能 
应 用 于 许多 不 同 的 问题 ， 而 且 也 能 以 许多 不 同 的 方式 应 
用 。” 突 变 理 论 的 创始 人 托 姆 曾 明确 地 说 :， “由 已 知 的 科学 
定律 出 发 ， 把 突变 理论 的 形式 作为 这 些 定律 的 结果 ， 这 是 物 
理学 的 途径 ， 或 者 由 对 之 理解 很 差 的 实验 形态 出 发 预先 认为 
突变 理论 的 形成 是 正确 的 ， 并 试图 重新 建立 导致 这 个 形态 的 
潜在 动力 学 ， 这 是 玄学 的 途径 ， 无 需 说 ， 照 我 看 来 ， 第 二 种 
途径 比 第 一 种 途径 更 有 和 希望， 虽然， 也 许 不 可 靠 ”。 这 里 所 
谓 “玄学 的 ”， 实 际 即 社会 科学 和 人 文科 学 的 。 

下 面 分 别 举 一 些 实例 来 说 明 突 变 理论 在 各 个 学 科 领 域 中 
的 应 用 。 


8$ 4.1 突变 理论 在 物理 学 及 工程 
技术 中 的 应 用 


物理 学 及 工程 技术 都 是 用 数学 语言 描述 得 比较 成 熟 的 学 
科 ， 但 仍然 有 不 少 问题 可 以 用 突变 理论 来 解释 ， 在 物理 学 及 
工程 领域 内 ， 已 经 建立 了 突变 理论 模型 来 描述 激光 物理 、 激 
波 的 形成 、 非 线性 振 落 、 流 体 儿 何 学 、 弹 性 结构 、 热 力学 和 
相 变 理 论 、 船 舶 的 稳定 性 、 曲 面 的 最 小 面积 等 等 。 

1， 在 激光 物理 上 

在 光学 中 ， 一 束 光线 ( 即 一 小 组 相 邻 的 光线 ) 有 可 能 是 以 
某 种 方式 聚焦 的 ， 于 是 ， 它 们 汇集 在 一 个 平面 上 ， 甚 至 一 条 
线 上 或 一 个 点 上 ， 而 不 再 充满 于 一 个 空间 区 域 。 它 的 强度 可 
以 很 大 ， 如 果 你 拿 一 个 放大 镜 放 在 阳光 下 ， 光 线 被 聚集 照射 
在 纸 片 上 ， 不 一 会 纸 片 就 会 燃烧 起 来 。 与 聚焦 现象 相反 的 是 
散 焦 现 象 ， 因 此 把 这 种 曲面 叫做 焦 散 面 。 焦 散 面 与 我 们 用 来 
观察 它 的 屏幕 的 交 线 山 做 焦 散 线 。 在 光学 中 ， 借 助 于 突变 理 
论 找 到 了 光 的 焦 聚 散 面 的 全 部 可 能 的 形式 ， 这 是 突变 理论 应 
用 到 光学 研究 中 的 著名 成 果 之 一 。 

图 4.1 是 太阳 光照 到 一 杯 几 乎 是 满 的 哇 啡 上 形成 的 焦 散 
面 , 它 是 一 个 美丽 的 尖 点 型 突变 集 。 设 杯子 的 内 表面 用 单位 图 
表示 , 圆 的 中 心 在 直角 坐标 系 xoy 的 原点 。 考 虑 单 位 加 内 的 任 
意 点 PCz, ,并 设 @ 是 回 周 上 的 任 一 点 (图 4.2)， 其 坐标 显然 
是 (cosb sinb) ,一般 说 来 , 在 @ 点 反射 的 光线 将 不 通过 P， 例 
外 的 是 以 那些 @ 点 《 即 那些 9 值 )》， 对 于 它们 ， 由 光源 经 过 Q 
到 了 的 路 径 长 度 有 驻 信 ， 但 不 一 定 是 极 小 值 ， 如果 光源 在 
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图 4.1 -种 容易 观察 到 的 焦 散 面 





Qcose, sing) 


医 有 2 


I 一 中 又 车 设 入 射 光线 平行 于 z 轴 。 则 利 用 两 点 间 的 距离 
公式 可 算得 这 一 路 径 的 长 度 是 有 
gfkzrygyy8) = d+cosd + ww 人 一 cos 的 5+ Cy sing) 


驻 值 条 幅 当然 是 -8 = 0， 由 上 式 求 出 -人 2-， 经 过 数学 计算 
得 反 身 光线 族 的 方程 为 
4 83 。 


rsind ~ y20s0 = sinOC (zs ~ cos0) ?+ (yy — sind) J] 


焦 散 线 的 方程 可 通过 从 方程 
ay . 2 
a9 ， 89: 


消去 参数 9 而 得 ， 但 这 些 正 好 是 以 9 为 状态 量 ， 以 z 和 yy 为 控 
制 变量 时 g 的 分 歧 点 集 的 方程 。 由 此 户 知 ， 焦 散 线 是 路 径 长 
度 为 势 函 数 的 系统 的 分 玻 点 集 。 既 然 一 坦 只 有 两 个 控制 变 
量 ， 就 可 以 预期 这 个 突变 是 一 个 尖 点 型 突变 。 显 然 ， 这 里 表 


面 上 和 “突变 ”并 没有 直接 关系 ， 但 事实 上 , 车 把 g 在 (- ，， 


0,0) 点 处 展 成 为 关于 9 的 泰勒 级 数 ， 取 至 9 的 四 次 项 为 止 ， 就 
恰好 是 尖 点 突变 的 势 兆 数 。 

在 这 个 问题 里 ， 函 数 取 极 小 值 的 意义 是 ， 法 国 数 学 家 和 费 
尔 马 (Fermat)》 的 “最 小 时 间 原 则 ”， 而 突变 集 只 是 决定 焦 
散 面 的 形状 。 

以 上 的 论述 与 光线 反射 所 形成 的 曲面 无 关 ， 它 同样 能 适 
用 于 通过 折射 聚焦 的 情况 。 另 一 方面 ， 我 们 所 以 能 把 问题 处 
理 为 一 个 篇 单 的 极 小 化 问题 ， 是 因为 可 用 单个 参数 唯一 地 确 


定 了 一 条 路 径 。 一 般 说 来 ， 光 学 路 径 可 通过 求 积分 ws 的 


驻 值 来 加 以 确定 ， 这 里 w 是 介质 的 折射 指数 , 用 突变 理论 可 以 
证 明 ， 焦 散 面 仍然 是 分 歧 点 集 当 焦 散 面 是 三 维 欧 化 空间 不 中 
的 一 个 曲面 时 ， 控 制 变量 不 可 能 多 于 三 个 ， 因 此 ， 环 观察 到 
的 结构 稳定 焦 散 线 只 可 能 是 折 欠 、 尖 点 以 及 燕尾 、 柚 ;加 型 及 
点 和 双 曲 型 脐 点 的 截 线 。 

再 举 一 个 有 关 散 焦 的 例子 
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夏 日 雨 过 天 了 晴 , 在 苦 蓝 的 天 空中 , 常常 会 出 现 一 条 五 彩 缤 
纷 的 彩虹 。 我 们 知道 ， 虹 是 由 于 风光 照射 到 空中 的 水 滴 里 ， 
发 生 反 射 与 折射 而 造成 的 ， 当 我 们 在 平静 无 风 的 海面 航行 或 
站 在 海边 卡 望 ， 往 往 会 看 到 空中 映 现 出 远方 船舶 、 岛 嵌 或 贼 
廓 内 台 的 影 象 ， 在 沙 并 里 旅行 ， 有 时 也 会 发 现 ， 远 处 突然 有 
一 片 湖水 ， 湖 面 树 影 据点。 可 是 当 大 风 一 起 ， 这 些 景象 就 突 
然 消 失 了 ， 原 来 这 是 一 种 幻 景 ， 大 们 称 为 海 市 屡 楼 ， 海 市 屋 
楼 的 产生 也 是 光线 反射 和 折射 的 结果 。 另 外 据 报导 ， 在 中 续 
度 和 低 纬度 的 海区 ， 在 海 深 一 竺 米 左右 处 存在 着 一 个 稳定 的 
声 道 〈 这 是 海中 的 某 一 水 层 ， 声音 能 够 被 限制 在 这 个 “ 通 
道 ” 内 传播 到 很 远 的 地 方 ， 市 不 会 “ 溢 ” 出 去 ) 这 种 现象 的 
产生 是 出 于 在 深 纬 海中 存在 一 个 稳定 的 极 小 声音 速度 层 的 缘 
故 。 实 际 上 ， 雨 过 天 晴 出 现 的 彩虹 和 海 市 证 楼 的 形成 都 与 散 
焦 有 关 ， 深 海 声 道 的 产生 也 涉及 到 声波 的 散 焦 ， 而 散 焦 现象 
是 可 以 用 尖 点 型 突变 来 解释 的 ， 也 就 是 说 ， 光 与 声 的 散 焦 是 
一 种 突变 过 程 。 

2， 弹 性 结构 的 通 隆 

一 般 弹性 结构 总 可 以 写 出 势能 的 表达 式 ， 对 弹性 结构 的 
不 稳定 性 在 很 大 程度 上 取决 于 一 个 势 函 数 的 局 部 极 小 值 的 消 
失 ， 因 此 ， 对 弹性 结构 不 稳定 性 的 研究 ， 自 然 也 适合 于 应 用 
突变 理论 。 

如 受 水 平 压 力 及 一 个 垂直 截 荷 作用 下 的 弹性 漆 的 弯曲 问 
题 , 就 可 以 用 尖 点 型 突变 来 描述 (图 4.3) , 在 这 个 模型 中 , 将 压 
力 轴 通过 尖 点 进入 尖 点 区 ， 压 万 参数 称 为 “前 差 参 数 ”， 因 
为 压力 越 大 ， 梁 的 上 弯 及 下 弯 两 个 状态 的 差距 越 大 ， 垂 直 载 
桨 轴 则 与 压力 轴 垂 直 ， 与 “前 差 参 数 ” 垂 直 的 控制 参数 ， 称 
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为 “垂直 参数 ”， 该 参数 的 变化 将 造成 横断 尖 点 区 的 演变 软 
迹 ， 在 这 个 模型 中 ， 用 反应 轴 表 示 梁 的 中 点 的 挠 度 。 

”从 图 4.3 可 以 看 出 ， 如 果 没 有 垂直 载荷 ， 仅 仅 增加 压 
力 ， 则 反应 点 将 进入 尖 点 区 ， 这 时 梁 有 两 个 状态 一 一 可 能 向 


和 恤 直 载荷 





图 4.3 深 压 力 及 垂直 截 荷 作用 下 
弹性 梁 的 弯曲 

上 弯 或 向 下 普 ， 取 决 于 通过 尖 点 时 是 走 过 那 一 边 ， 如 果 契 疝 
上 弯曲 ， 逐 渐 加 大 生 直 载荷 将 使 反应 点 横向 移动 ， 逐 渐 减 小 
上 弯 找 度 ， 直 到 走 至 “上 弯 ” 的 项 叶 的 边缘 ， 然 后 使 聚 突然 
转 为 下 弯 , 反应 点 落 到 底 叶 上 去 , 这 是 一 次 飞 蛤 ， 一 次 突变 。 

另外 ， 图 .4 是 一 个 欧 拉 (Euler) 拱 ， 它 出 两 根 一 端 自由 
支承 的 一 个 单位 长 的 轻 质 刚 杆 组 成 ， 两 杆 的 另 一 端 用 一 根 销 
轴 和 一 个 弹性 模 数 为 | 的 弹簧 相连 接 ， 这 根 弹簧 力图 使 两 杆 
间 的 角度 保持 为 x-。 在 销 挂 有 一 个 重量 a， 而 在 每 个 自由 端 
作用 有 水 平 压缩 力 B。 

设 8 是 每 眼 杆 与 水 平 线 所 成 的 角 ， 则 两 杆 之 问 为 角度 由 
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图 4.4 上 易 见 ， 就 是 xz 一 26， 故 弹簧 中 的 能 量 是 -26) ”， 
载荷 的 势能 是 csing， 使 拱 变 形 到 这 个 位 置 的 压缩 力 所 作 的 





欧 拉 拱 


功 基 2B41 - cosB) 从 而 系统 的 总 能 量 是 
T(8y = 2p0: + asinb 一 2B(1 一 cosby) 
于 是 V0) = 4u0 + acosd 一 2Psin6 - 
V* (0) = 4h—asind — 2Bcosd 

首先 假定 a= 0， 即 设 没 有 载荷 作用 。 于 是 ， 确 定 平衡 位 

和 男 的 条 件 ， 由 1 (9) =0， 得 
Bsin6 = 2k8 

对 于 B<2u, 这 个 方程 只 有 一 个 解 9=0, 相对 应 的 平衡 位 置 是 
稳定 的 。 对 于 >>2y, 在 9 = 0 的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 , 但 存在 
着 另外 两 个 解 ,9 分别 为 正 值 和 人 负 值 , 它们 给 出 的 是 稳定 平衡 
位 置 。 通 过 第 三 章 对 齐 曼 突变 机 构 和 钢丝 的 弯曲 ,我 们 已 熟悉 
了 这 种 情况 。 在 这 里 ， 它 意味 着 如 果 我 们 作用 一 个 很 小 的 还 
缩 力 并 逐渐 增加 ， 那 么 ， 两 杆 将 在 其 直线 位 置 当 留 一 段 时 
间 ， 只 当 B 超 过 2h 时 才 会 出 现 弯 曲 。 它 们 常 能 承受 相当 量 值 
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的 应 力 -在 此 为 压缩 力 》 而 无 任何 明显 的 反应 。 这 确实 是 许 
多 真实 结 树 的 典型 性 态 。 

假 写 拱 向 上 弯曲 后 再 作用 载荷 ， 我 们 把 承 数 亚 按 8 作 秦 
勒 展开 ， 站 


FO ~o0 ~ -2 人 -上 a0+ -和 0 


可 以 看 出 『 是 与 尖 点 型 突变 机 联 系 的 势 画 数 ， 引入 一 个 新 的 
变量 


滤 二 9- 0 


2B 
以 把 它 变换 到 正则 形式 ， 咯 去 所 有 次 数 比 或 一 26 的 一 次 
项 为 高 的 项 ， 并 利用 B- 2 得 到 


V” (x) ~ 二 - (BB~2u)r+ar 


由 方程 = 1Y=0 消去 Z 而 定 出 分 歧 点 集 ， 从 而 能 使 我 们 预 
言 ， 随 着 载荷 < 的 增加 ， 拱 将 逐步 地 塌 下 一 直达 到 临界 载荷 
4 


i 3 
CC SR (BFB ~ 2.) 


为 止 。 这 时 它 将 突然 转变 为 一 个 塌 下 的 构 形 。 这 也 是 一 次 飞 
跃 ， 一 次 突变 。 

这 一 性 态 可 以 在 真实 结构 中 观察 到 ， 虽 然 桥 梁 过 载 时 一 
般 全 部 塌陷 。 这 提醒 当 我 们 应 用 平衡 位 置 时 ， 必 须要 多 人 么 小 
心 。 一 旦 拱 开 始 坊 下 ， 它 就 不 再 近 于 平衡 位 置 ， 这 使 我 们 不 
能 确信 任何 进一步 的 预测 是 正确 的 ， 因 为 我 们 主要 关心 的 是 
平衡 位 置 是 否 及 伺 时 变 为 不 稳定 ， 以 后 将 会 发 生 什么 。 

在 物理 学 中 ， 还 可 用 突变 理论 研究 船舶 在 静态 和 动态 条 
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梓 下 的 稳定 性 > 它 为 船 稍 稳定 性 的 探索 提供 了 一 种 纵 新 的 方 
法 ， 有 些 船 舶 航行 在 一 望 无 际 的 海洋 中 ， 通 到 了 狂 斥 ， 会 何 
肉体 剧烈 播 摆 ， 之 后 突然 倾覆 ， 甚 诗 卞 沉 。 据 出 界 有 关 部 站 
不 完全 统计 ， 全 扯 界 每 年 大 约 沉 没 各 种 海 船 达 三 四 百 稻 。 
困 此 ， 对 船 香 设计 工程 师 来 说 ， 船 市 的 稳定 性 事 关 重大 ， 因 
为 它 涉及 到 船舶 的 命运 问题 ， 通 过 突变 理论 的 分 析 ， 发 现在 
船舶 药 稳 心 处 存在 一 尖 点 型 突变 ， 而 当 船 香 想 载 式 处 于 海浪 
的 波峰 时 ， 共 倾 赛 式 沉没 的 可 能 性 的 增加 ， 是 由 匣 尾 型 突变 
引起 的 。 


3. 非 线 性 振荡 

学 习 过 高 等 数学 的 人 都 知道 、 微 分 方程 
re 0 
dt 


尝 简 雍 振 荡 器 的 最 简单 的 方程 (z+ 的 系数 为 1) 这 个 方程 适用 
于 诸如 作 小 振荡 弹簧 或 摆 这 类 模型 系统 。 设 系统 运动 规律 的 
函数 是 r=ztD， 初 始 条 件 是 
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它们 分 别 为 初始 位 过 及 初始 速度 ， 如 果 选 取 ti 的 原点 全 得 
z(0) =0， 则 它 的 特 解 是 z= dcost， 站 中 4 是 常数 ， 常 称 为 
振 央 。 

然而 ， 上 述 微分 方程 , 其 结构 是 不 稳 完 的 , 因为 几乎 任何 
一 个 “车 近 ” 它 的 方程 都 没 严格 的 周期 解 。 这 个 方程 在 牺 王 
上 也 是 不 可 能 实现 的 ， 因 为 它 与 一 个 刻 无 能 量 损 失 的 理想 保 


守 系统 相对 应 。 在 它 的 有 端 添加 上 一 项 ~ 天 0 
. HQ 。 


以 提供 阻尼 (对 于 机 械 系 统 来 说 ， 这 兰 示 一 个 正比 于 速度 的 
摩 榨 力 〉 可 以 改进 它 ， 但 车 我 们 希望 有 持续 的 振荡 ， 就 必须 
提供 一 个 作为 “驱动 力 ” 的 能 源 ， 我 们 取 它 作 为 一 个 周期 
力 。 则 导致 一 般 的 线性 振荡 器 

: 12¥ Ur 


rr 


这 就 .强迫 振动 的 微分 方程 ， 它 的 解 是 


a ; Fcostt 一 中 ) 
re. 人 


+= peosQt kK>0 


其 中 ‘ = -Lk), b= tg ICKR/(1 ~ QQ) 


4.B 蚌 常数 。 

”了 随 着 {的 增 大 , 右边 的 第 一 项 减 小 因而 舍 去 , 其 结果 是 : 振 
荡 器 稳定 振幅 并 不 取决 于 初始 条 件 ， 而 取决 于 驱动 力 的 振幅 
太太 频 率 Q。 戏 于 给 定 的 所 值 , 解 的 振幅 在 Q: = 1 一 -3-K? 时 


最 "如果 太 很 小 ， 这 个 振幅 与 上 相 比 可 以 很 大 ， 这 是 众 所 
风气 的 所 谓 “ 共 振 现 象 ”。 

我 们 现在 转向 研究 最 简单 的 非 线性 振 划 器 一 一 杜 芬 方程 
Duffing equation) 


3 ; > 
ip KR r+ar = FcosQt kk>0 
‘ht’ dit 


记 Q=1+W 

并 假定 玉 , 4% 到 都 很 小 。 三 次 项 表示 恢复 力 的 非 线性 部 分 。 
如 果 c>0， 则 恢复 力 的 增加 比 随 着 位 移 作 线性 变化 的 情况 为 
快 ， 于 是 我 们 有 一 个 “ 硬 弹 答 ”而 当 e<0 时 ， 我 们 有 一 个 


旬 [和 es . 


一 一 





“ 软 弹 簧 ”。 没 有 ?的 项 ， 因 为 我 们 希望 恢复 力 是 位 移 的 一 
个 奇 鲨 数 ， 而 使 运动 对 称 于 zx =0。 | 
既然 "很 小 ， 预 期 杜 芬 方程 的 解 将 接近 于 线 件 振 荡 器 ， 
故我 们 试图 求 形式 为 
T= Acos (Wt — 中) 
的 解 ， 把 它 代 入 被 分 方程 中 ,会 去 二 次 项 和 带 有 cos3Q 的 项 ， 
并 使 方程 两 边 cos&Qt 和 sinQt 的 系数 相等 ， 从 而 得 到 


4K 
人 
和 A(HaA 一 2 取 )2= 和 一 天 24 


后 一 个 方程 对 于 4 是 三 次 式 ， 故 我 们 认 出 这 是 一 个 以 4? 为 
状态 变量 ，x 和 了 环 为 控制 变量 的 尖 点 突变 。 通 过 对 方 程 求 导 
两 次 并 从 所 得 到 的 两 个 方程 中 消去 4 ， 可 给 尖 点 的 位 置 为 


《rz WV) = +{ 3/27F" : K /3 ) 


所 以 ， 事 实 上 存在 有 两 个 尖 点 突变 。 如 图 4.5 所 示 。 

当 &=0 时 ， 我 们 得 一 个 线性 振 葛 器 ， 并 且 在 由 =0 处 4 
有 一 个 极 大 值 ， 这 是 发 生 于 驱动 力 的 频率 等 于 系统 的 出 有 频 
率 时 通常 的 所 谓 “共振 效 应 ”， 但 车 我 们 有 一 个 足够 硬 的 弹 
签 ， 且 使 玉 由 负 值 开始 逐渐 增加 ， 划 4 将 缓慢 地 增加 到 一 个 
极 大 值 ， 以 后 再 减少 ， 但 随后 它 将 突然 下 降 ， 振 萝 器 的 相位 
也 将 同时 有 一 个 改变 。 如 果 我 们 现在 缓慢 地 减少 由 ， 振 幅 和 
相位 最 终 将 有 另 一 个 突然 变化 ， 只 是 发 生 在 不 同 的 位 置 而 
己 。 在 弹 禾 足 够 软 时 ， 也 可 以 看 到 类 似 的 效应 。 霍 姆 斯 
(Holmes) 和 兰 德 CRand) 在 模拟 电子 计算 机 上 做 了 许多 模拟 
计算 ， 证实 了 这 个 近 谐 和 响应 的 假设 是 正确 的 。 
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图 4.5 杜 劳 方程 被 表示 为 一 对 水 点 突变 
柱 鞠 方程 在 物理 学 中 有 广泛 的 好 用 。 但 在 这 里 主要 的 意 
义 是 说 明了 突变 理论 用 于 没有 梯度 动力 学 的 系统 的 另 一 途 
径 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 有 
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点 一 一 但 可 以 看 出 , 如 果 在 恢复 力 中 进一步 添加 z 的 奇 次 徊 ， 
则 我 们 能 够 得 到 较 高 阶 的 类 尖 点 。 

其 他 ， 如 果 我 们 局 时 把 状态 变量 和 按 制 变量 看 成 是 时 间 
和 空间 的 函数 ， 就 可 用 突变 理论 来 解释 形状 的 变化 方式 ， 图 
4.6 是 双 曲 型 突 变 在 参数 W 取 不 同 值 时 的 分 布 。 它 们 和 各 种 
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各 样 的 海浪 形状 相同 。 如 果 再 把 W 看 作为 时 间 ， 它 就 可 以 用 
来 说 明 波 浪 由 癌变 尖 直 至 最 后 破裂 的 过 程 。 
另外 ， 据 最 近 报 导 ， 在 非 线性 控制 理论 中 ， 已 经 使 用 托 


拇 突变 理论 的 分 析 ， 目 的 是 避免 控制 失灵 ， 非 线性 系统 的 反 
应 扩散 方程 的 求解 问题 ， 不 可 道 系统 的 分 支点 理论 ， 以 及 普 
利 高 津 的 耗 敬 结构 论 理论 , 哈 肯 的 协同 理论 等 新 兴学 科 领 域 ， 
也 都 在 使 用 突变 理论 的 拓扑 学 理论 加 以 讨论 (关于 协同 论 与 
突变 论 的 关系 在 下 面 还 将 谈 到 。 


$4.2 突变 理论 在 化 学 中 的 应 用 


在 化 学 中 可 以 用 突变 理论 来 说 明 物 体 的 固 、 液 、 气 的 三 

态 转化 ， 在 第 三 章 里 我 们 曾 用 尖 点 型 突变 来 描述 过 ， 其 实 ， 

这 也 是 具有 蝴蝶 型 突变 的 典型 例子 。 氢 氧化 物 的 三 种 溶液 也 

可 用 蝴蝶 型 突变 来 描述 〈 详 见 第 三 章 ) 。 

在 铸造 工艺 中 ， 当 铸铁 中 碳 和 娃 的 含量 都 很 高 时 ， 形 成 

石 量化 较 好 的 灰 口 铁 。 当 碳 和 和 硅 的 含量 都 低 时 ， 出 现 大 量 小 

碳 体 (FesC)， 形 成 白 口 铁 。 在 灰 口 铁 和 白 口 铁 之 间 ， 出 现 

两 组 混合 的 麻 口 铁 。 根 据 突变 理论 ， 这 两 种 质 混 合 出 现 的 双 

值 区 在 控制 平面 中 的 分 布 应 当 

| 旦 尖 点 形 ， 即 属 尖 点 型 突变 。 

大 量 实验 证 明 ， 麻 口 铁 出 现 的 

灰 吕 怕 区 域 眼 突变 理论 的 结果 是 一 到 
的 〈 图 4.7) 。 

其 他 ， 如 在 研究 基本 粒子 

有 全 时 ， 气 泡 室 在 什么 条 件 下 工作 

硅 量 最 灵敏 ? 这 个 问题 较 复杂 。 从 

突变 理论 来 看 ， 基 本 粒子 进入 

Ey 气泡 室 可 看 作 一 种 特殊 的 干 
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扰 ， 它 的 大 小 是 一 定 的 。 对 这 种 干扰 灵敏 的 ， 一 定 是 一 个 特 
殊 的 气 液 共存 区 ， 根 据 突变 理论 ， 这 个 区 在 控制 平面 上 是 尖 
点 形 的 ， 即 属 尖 点 型 突变 ， 又 如 用 突变 集 推 出 化 学 中 键 参数 
平面 图 ， 如 此 等 等 ,不胜 枚 举 。 


$4.3 突变 理论 在 地 质 学 及 
地 震 学 上 的 应 用 


“ 物 党 天 择 ”! 在 有 限 的 资源 供给 下 ， 人 类 要 求生 存 与 
系 衍 ， 就 得 向 大 自然 进军 ， 探 索 各 种 地 下 资源 ， 地 质 科学 应 
运 而 生 。 地 质 体 历经 选 次 改造 而 形成 许多 断面 ， 热 悉 地 质 学 
的 人 都 知道 ， 地 表面 上 常 有 一 些 三 角形 的 断面 ， 地 质 学 上 称 
为 断层 三 角 面 《 图 4.8》， 系 在 地 应 力作 用 下 ， 岩 层 突 然 断 静 
而 形成 ， 这 是 一 种 突 变现 象 ， 断 裂 的 部 分 是 整体 中 较 不 稳定 
的 部 分 。 经 常 呈现 三 角形 一 一 从 广义 上 讲 ， 三 角形 也 就 是 尖 
点 形 ， 在 地 质 学 中 ， 尖 点 表示 邹 折 或 断层 ， 例 如 岩层 断裂 这 
一 突变 ， 就 是 图 4.3 所 示 的 断层 三 角 面 。 它 是 尖 点 型 突 变 册 








上 才 克 斯 书 尔 惯例 或 约定 (Maxweltl convention》 后 得 出 的 
曲面 ， 这 是 岩石 断层 后 常见 的 一 种 形状 ， 是 地 质 学 上 常见 的 
斯 层 三 角 面 。 在 这 里 ， 顺 便 解 释 一 下 考 克 斯 韦 尔 惯例 。 麦 克 
斯 韦 尔 是 英国 数学 家 和 物理 学 家 , 所 谓 惯 例 或 约定 , 又 有 人 译 
为 习惯 ， 是 用 来 确定 在 两 个 或 多 个 平衡 位 置 中 选择 哪 一 个 的 
准则 。 这 种 选择 不 是 任意 的 ， 它 大 由 系统 的 本 性 所 确 寺 的 。 
如 果 系 统 留 在 他 所 平衡 位 置 直到 这 个 平 窗 位 置 消失 为 止 ， 则 
我 们 说 系统 有 理想 滞后 惯例 。 我 们 期 望 在 所 有 的 简单 系统 中 
能 观察 到 这 一 点 ， 因 为 任何 其 他 惯例 意味 着 系统 可 以 发 现 务 
一 个 极 小 值 并 移 向 它 去 。 总 是 寻 技 势 活 关 的 全 面 最 小 作 的 系 
统 被 称 为 遵循 麦克 斯 书 尔 惯 饮 ， 采 用 这 个 分 称 是 因为 麦克 斯 
韦 尔 首先 提出 了 在 热力 学 中 闭 以 预测 相 变 函 将 在 硅 果 分 生 的 
规则 ， 也 可 能 有 其 他 惯例 ， 例 如 非 理 想 滥 后 惯例 ， 根 据 这 个 
惯例 ， 系 统 将 移 向 全 局 极 小 什 ， 但 仅 当 无 需 超过 一 忘 度 的 
势 又 就 能 做 到 这 一 点 时 才 行 。 

地 震 与 地 球 构造 密切 相关 ， 据 统计 ， 地 球 上 大 约 笨 年 要 
发 生 五 百 万 次 地 震 ， 其 中 人 们 能 够 感觉 到 的 约 有 五 万 次 ， 带 
来 破坏 的 约 一 千 次 ， 造 成 强烈 破坏 的 约 有 十 次 左右 , 1976 年 ， 
我 国 唐山 突然 发 生 大 地 震 ， 造 成 几 十 万 人 的 死亡 ， 控 制 址 震 
不 发 生还 很 难 做 到 ， 但 预防 是 完全 可 以 办 到 的 。 那 么 是 什么 
原因 造成 地 震 的 呢 ? 人 们 经 过 对 地 起 的 观察 ， 分 析 和 归纳 得 
出 : 地 震 的 产生 必 经 具备 两 个 基本 条 件 ， 即 说 可 能 和 累 起 大 
的 应 变 能 ， 右 可 能 造成 应 变 能 的 突然 释放 。 这 就 指出 了 地 震 
已 经 是 一 种 突变 现象 ， 但 它 需 要 一 个 应 力 积累 由 量变 到 质 恋 
站 
各 激化 的 结果 ， 蚌 由 量变 到 质变 的 一 飞 睹 。 
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. 狐 震 是 突变 现象 ， 但 要 用 突变 理论 来 解决 象 地 震 这 样 复 
杂 的 问题 ， 还 需要 做 许多 工作 。 但 是 ， 窒 变数 学 模型 却 可 以 
党 发 我 们 对 地 震 突变 现象 的 理解 。 比 如 ， 我 们 可 能 观察 了 过 
去 地 下 的 某 些 前 兆 人 参数， 记录 了 这 些 参 数 的 临 震 值 ;但 是 在 
田 二 些 地 方 ， 当 这 些 参 数 又 达到 临 震 值 时 ， 发 出 警报 后 地 震 
却 并 不 发 生 ， 这 说 明 我 们 的 认识 还 不 够 充分 ， 这 种 不 充分 可 
能 是 因为 我 们 忽略 了 另外 一 些 有 重要 作用 的 参数 。 但 是 另 一 
方面 ， 根 据 突变 借 型 可 以 推论 到 还 有 另 一 种 可 能 ， 即 我 们 考 
赎 的 参数 已 是 充分 的 ， 只 要 这 些 参 数 到 达 我 们 测定 的 临界 值 
状态 下 ， 地 壳 有 两 种 稳定 位 置 , 反应 是 双 态 的 , 那么 在 同一 状 
态 下 震 与 不 震 ， 就 取决 于 这 些 参数 达到 临界 值 的 演变 过 程 。 
某 些 情况 下 ， 它 们 的 演变 轨迹 是 绕 过 奇 点 的 某 一 侧 ， 地 震 发 
全 了 ， 而 在 另 一 些 情况 下 ， 演 变 轨迹 是 绕 过 奇 点 的 另 一 例 ， 
地 考 并 不 发 生 ， 就 是 说 ， 在 地 震 邓 育 过 程 中 ， 是 否 也 存在 初 
坊 的 微小 差别 导致 结果 差异 很 大 的 “发 散 ” 现象 ， 这 种 分 
析 ， 会 促使 我 们 不 仅 努 力 去 寻找 有 没有 被 遗漏 的 参数 ， 另 一 
方面 则 不 满足 考虑 参数 的 静态 值 ， 而 着 手 对 参数 的 演变 过 程 
性 动态 分 析 ， 提 高 预报 的 准确 性 ， 这 也 可 上 1 说 是 突变 理论 的 
一 种 间接 应 用 。 


§ 4.4 突变 理论 与 协同 学 


协同 学 (9Synergetics) 又 译 为 协 合 学 ， 是 联邦 德国 斯 图 
加 特大 学 著名 理论 赋 学 家 赫 尔 坚 * 险 肯 教 授 在 研究 激光 理 


论 的 基础 上 , 1973 于 个 首次 提出 了 协同 学 这 一 概念 , 又 经 过 见 


年 的 努力 ， 他 在 1977 年 出 版 了 《协同 学 引 论 》 一 书 ， 正 式 创 
ss 09 » 


立 了 “协同 学 > 。 ， 

协 问 学 采用 不 同 领域 分 析 类 比 的 方法 ， 研 究 一 个 与 外 界 
有 物质 ， 能 量 、 信 息 交 换 的 开放 系统 《无 论 是 化 学 的 、 物 理 
的 、 生 物 的 还 是 社会 的 ) 。 由 于 其 内 部 各 子 系统 之 间 的 相互 
作 轴 和 相 寺 效应 ， 从 无 序 杂 乱 状 态 变 为 宏观 有 序 状态 的 机 理 
和 共同 演化 的 规律 ， 对 于 这 样 一 个 复杂 的 开放 系统 ， 用 以 搞 
述 其 状态 的 变量 可 能 成 千 上 万 ， 影 响 事物 发 展 的 因素 也 不 可 
胜 数 。 哈 肯 具 体 分 析 了 系统 中 不 同 状态 变量 在 临界 点 处 的 情 
况 ， 发 现 绝 大 多 数 变量 在 临界 点 附近 阻尼 大 ， 豪 碱 快 ， 对 相 
变 的 整个 过 程 没有 明显 影响 ， 只 有 一 或 个 几 个 变量 不 仅 不 误 
减 ， 而 且 始 终 左右 着 演变 过 程 。 因 此 ， 险 肯 将 状态 变量 分 成 
两 大 类 ， 一 类 是 阻尼 大 , 赛 减 决 的 快 弛 党参 量 即 快 变 量 , 另 一 
类 是 左右 相 变 的 参 景 称 为 惕 变量 ， 也 叫 序 参 量 。 序 参量 的 特 
点 是 变化 很 慢 、 但 它 上 宰 着 系统 演化 的 整个 过 程 ， 决 定 着 演 
化 结果 出 现 的 结构 和 功能 ， 虽 然 不 同系 统 中 序 参量 代表 的 物 
理 意义 有 所 不 同 ， 但 是 序 参量 的 个 数 非常 少 ， 系 统 的 相 谈 特 
点 完全 由 序 参 量 决定 。 因 此 如 果 我 们 描写 这 类 系统 的 相 变 ,只 
需 抓 住 这 些 序 参 景 就行 了 ， 例 如 我 们 在 讨论 企业 管理 时 ， 一 
个 企业 发 展 的 好 坏 ， 可 以 用 很 多 指标 来 衡量 ， 但 在 决定 企业 
是 发 展 还 是 倒闭 的 相 变 过 程 中 ， 我 们 只 需 抓 住 对 企业 起 决定 
作用 的 序 参量 即 “ 利 润 ” 就 可 以 了 。 其 他 一 些 指标 ， 如 产品 
数量 的 多 少 ， 质 量 的 好 坏 ， 以 及 成 本 的 高 低 等 都 可 以 由 利润 
来 决定 。 

按照 协同 学 的 精神 ， 我 们 可 以 自由 选择 学 科 ， 从 中 选取 
代表 序 参量 的 “和 代表 子 系统 的 a 并 把 分 别称 做 UV 和 5 的 分 子 
衫 度 作为 和 s, 为 取 定 4 和 s 的 方程 ， 我 们 考 赔 下 面 的 过 程 ; 

es SB 。 


U 是 由 一 个 自 催 化 反应 产生 出 来 的 ， 也 就 是 说 ， 它 的 产生 率 
正比 w， 而 它 的 衰减 是 由 包含 分 子 S 的 自 催化 反应 引 起 的 。 
用 入 和 “也 表示 相应 的 速率 常数 ， 我 们 得 到 ， 
全 一 入 一 8 《TI) 
假定 分 子 S 的 衰减 正比 于 其 浓度 ， 并 且 分 子 占 通过 一 个 
双 分 子 过 程 从 Z 产 生 ， 我 们 得 到 ， 
如- ~).S+h2， Nh>0 (2) 
现在 假定 序 参量 u 的 弛 列 比 子 系统 惕 得 多 ， 妈 | Mk |<% 
则 在 很 多 情况 下 ， 我 们 可 以 略 去 方程 (2) 中 s 对 时 间 t 的 导数 
这 一 项 ， 用 ， 


2 
gS = 
让 (3) 


来 解 方程 (2) 

把 方程 (3 ) 代 入 方程 “1)、 嗓 得 结果 序 参 量 方程 的 最 简 
器 的 例子 ; 

= Ap — eas 

显然 ， 在 非 阻 尼 的 情况 下 Au >0) ， 我 们 得 到 一 个 解 ， 
"不 等 于 零 〈 用 化 学 例子 中 的 术语 来 说 ， 就 是 产生 了 分 子 的 
宏观 浓度 77) 。 这 样 原来 不 稳定 的 模式 经 由 现在 起 着 “ 子 系 
统 ” 作 用 的 稳定 模式 而 稳定 了 。 但 实际 上 我 们 要 处 理 的 是 复 
杂 得 多 的 系统 。 然 而 ， 在 很 多 明显 的 情况 下 ， 结 果 序 参量 方 
程 有 某 些 简单 结构 , 这 样 的 结构 对 于 原来 完全 不 同 的 系统 (如 
激光 器 ， 化 学 反应 等 ) 可 能 是 疝 样 的 ， 这 使 我 们 可 以 确定 不 
稳定 的 类 型 。 与 常规 的 相 变 理论 中 的 分 类 十 分 粗 似 ， 每 一 类 
包 会 着 一 系列 典型 的 静态 和 动态 现象 。 第 一 类 由 下 面 形 式 的 
《 序 参 其 〉 方 程 组 成 





也 就 是 说 ， 存 在 一 个 势 函数 扩 《9) 。 当 我 们 寻找 稳 定 态 ， 只 
要 找 出 的 极 值 即 可 。FTF 的 最 简单 的 例子 如 图 410 所 示 ， 势 
函数 曲线 姑 示 出 从 具有 一 个 家 小 值 向 具有 两 个 极 小 值 的 转 
变 ， 结 果 导 致 分 睹 现 象 ， 现 在 我 们 来 讨论 失 稳 点 附近 的 势 沙 
数 ， 目 的 是 要 找到 临界 点 的 分 类 ， 这 就 是 托 婚 的 “ 突 变 理 





论 ”。 
我 们 考虑 势 函 数 广 (9})， (主要 讨论 一 维 情况 ) 并 假定 它 
可 以 展 成 泰勒 级 数 : z 
VOD =eD te Doytre HI ge DV gt tt igr + (4) 
WAL) 在 ?= 0 点 ， (4) 的 泰勒 级 数 
的 系数 为 : 
7/ ce” 一 广 (0) 《5) 
Tg an。 (6) 
; rw (2)》 = 上 区 | 
图 410 人 
可 一 般 地 写成 
1 diy” 
CS 了 Er (8) 


由 于 势 丙 数 曲线 移动 一 个 常量 时 ， 浊 线 的 形状 不 变 ， 我 们 总 
可 以 令 
ce =0 《9) 
我 们 现在 假定 讨论 的 是 一 个 平衡 点 〈 它 可 以 是 稳定 的 ， 
不 稳定 的 ， 或 亚 稳 定 的 ) 。 
169 .。 


a (10) 
册 (10) 得 到 | 
站 c=0 I C11) 
”现在 ， 我 们 先 对 小 量 做 几 个 简单 很 重要 的 说 明 ， 我 们 来 
比较 小 和 量 9 的 不 同 次 窜 。 比 如 g = 0.1, 得 和 = 0.01， 即 ” 只 是 9 
的 10%, 再 比如 9 = 0.01， 得 和 = 0.0001， 即 和 只 是 9 的 1% 。 对 
于 相 邻 的 车 次 ， 比 如 信和 02， 显然 也 是 这 样 ， 当 我 们 从 一 
个 洪 次 进 到 下 一 智 次 ， 选 择 9 充 分 小 就 可 以 使 我 们 在 与 闻 比 
较 时 能 够 忽略 2 ， 因 此 可 以 只 讨论 展开 式 人 (4) 的 主 项 。 当 
翅 :9 划 少 
2 dg’ 

势 函数 曲线 出 现 一 个 局 部 极 小 值 (图 4.11(a)) 。 

下 面 引 进 一 个 略微 不 癌 的 记号 

6 = (13) 


oa0S6 02 >0 (12) 


Vew) 


焰 : 





当 所 讨论 的 系数 中 某 些 参量 变化 时 ，h 可 能 改 变 符号 。 
这 使 稳定 点 9= 0 在 k<<0 时 变 成 一 个 不 稳定 点 , 或 者 在 4 过 0 时 
变 成 一 个 随 通 稳定 点 。 在 这 种 点 的 邻 域 ， 广 (好 的 行为 由 7 的 
下 一 个 不 为 零 的 宕 次 所 决定 。 我 们 把 w = 0 的 点 也 称 为 不 稳定 
点 。 首 先 假定 ， 
(C17e 天 0, BL 和 到 
V (ND =eH + 《14》 
在 实际 中 ，V(g) 会 受到 扰动 ， 扰 动 的 原因 既 可 以 来 自 
外 部 ， 比 如 机 械 工程 中 的 负载 , 也 可 以 来 自 内 部 的 缺陷 , 我 们 
假定 这 些 扰动 是 小 的 ， 它 们 中 哪 一 个 将 使 (14) 前 特性 改变 最 
大 呢 ? 很 邻近 4 = 0 时 ，g 的 高 次 短 ， 例 如 与 (14) 相 比 要 小 
得 很 多 ， 所 以 这 种 项 对 (14) 的 影响 不 大 。 另 一 方面 ， 缺 陷 或 
其 他 扰动 可 能 导致 比 呈 低 的 短 次 ，(14) 的 这 种 扰动 使 系统 的 
状态 发 生 显著 变化 。 
最 一 般 的 情况 应 包括 所 有 的 一 次 宕 ， 即 
Fr(97 =C+PBI+YG 二 CC) gs 《15 少 
托 姆 把 非 平庸 改变 原来 奇 点 (14)? 的 所 有 挑动 称 为 “展开 2 ， 
为 了 把 (14) 的 所 有 可 能 的 展开 加 以 分 类 ， 必 须 去掉 多 余 的 党 
数 。 首 先 ， 适 当选 择 9 轴 的 标 度 ， 可 以 把 (14) 中 的 系数 定 为 
1。 此外， 还 可 以 通过 平移 9 轴 原 点 的 变换 。 
9= 人 f+d (C16 
去 掉 (15) 中 的 二 次 项 。 最 后 ， 我 们 可 以 移动 势 函数 的 零点 ， 
使 得 (15) 中 的 常数 项 为 零 。 因 而 镜 下 的 是 让 (gq) 的 “标准 ? 
形式 
TT (9) = g++ ug (C17) 
我 们 知道 这 恰恰 是 折 送 型 突变 的 势 函 数 。 在 4=0 和 ww 过 0 时 的 
so 7 


曲线 势 函数 在 图 4.12 中 给 出 ， 在 
ww->0 时 极 大 和 极 小 重合 成 一 个 拐 
哑 。 

(2)c2 =0, eH #0 

未 受 扰 势 函 数 为 : 

V=4 《18) 

经 适当 地 选择 平移 9-『 坐 标 系 的 
原点 ， 这 个 势 函数 的 展开 式 就 可 





1 A 写成 
图 4.12 
1 1 
V (C9) NE 9 + vg 《19) 


我 们 知道 ，(19) 式 中 第 一 项 和 第 二 项 的 系数 分 别 选 为 -和 
三 ， 是 为 了 使 PF 对 9 的 导数 有 以 下 的 简单 形式 


dr Oe 
do 4 i (20) 





如 果 令 (20) 式 等 于 零 ， 则 得 到 9 的 一 个 三 次 方程 ， 它 的 
解 给 出 势 曲线 的 三 个 极 值 位 置 ， 图 上 13 给 出 了 对 于 "和 * 的 几 


vy | , 
好 v 如 | | 
MIM 


图 4.13 





组 不 周 舍 ， 势 (19) 的 形状 《按照 托 婚 》 。 
我 们 现在 依靠 参数 量 “ 和 "来 区 分 不 同 区 域 。 如 果 判 别 


式 A=- -0 ">0, 只 有 一 个 极 小 值 ， 而 在 A 过 0 时， 


我 们 得 到 两 个 极 小 值 ， 它 们 的 深度 ， 依 ?的 大 小 而 定 。 例 如 ， 
对 物理 系统 来 说 ， 只 有 和 较 低 的 那个 极 小 值 状态 才能 实现 。 因 
此 ， 当 收 变 参 量 w 和 rv 时， 系统 的 状态 可 以 从 一 个 极 小 值 跳 到 
另 一 个 极 小 值 ， 这 使 得 系统 所 实现 的 情况 不 同 对 应 的 ww 平 
面 上 的 区 域 也 不 同 ， 如 :4.14 图 ， 在 -2 平面 上 ， 实 线 把 一 个 
势 极 小 的 区 域 ( 右 区 域 〉》 与 两 
个 势 极 小 的 区 域 分 开 ， 实 线 在 
托 姆 的 意义 上 代 宕 由 分 歧 点 组 
成 的 突变 集合 。 虚 线 玫 示 那 两 
个 极 小 的 值 相同 ， 按 托 姆 的 说 
法 ， 这 条 线 代 表 由 竞争 点 组 成 





的 突变 集合 。 
图 4.14 (3) 如 果 e2 =0， 但 下 
一 个 系统 不 为 零 ， 则 临界 点 的 势 函 数 为 
pr (21) 
适当 地 标准 化 后 VF 的 展开 式 是 


1 、 
5 vp 十 a (22) 





| ey + ug 二 


其 极 值 由 导数 

pa = + ut+tytw=0 

确定 ， 它 容许 有 零 个 ， 两 个 或 四 个 极 值 ， 意 味 状 堆 个 ， 一 个 
。73 。 


或 两 个 极 小 值 ， 如 果 我 们 改变 或 呈 或 to 或 网 时 改变 它 包 
中 的 某 共 个 ， 就 可 能 改变 极 小 值 的 个 数 (分 及 点 ) ， 或 使 它 
们 的 深度 相等 《竞争 点 。) 

”这 种 变化 一 般 发 生 在 4-t-w 空 间 菜 些 浊 面 上 ,而且 这 些 
曲面 的 形状 很 特殊 ， 图 4.35 是 势 极 小 数 朋 产生 变 化 的 突变 和 集 





图 4#,15 
合 所 构成 的 曲面 。 把 4-*-w 空 间 划分 成 若干 区 域 ,把 一 个 极 
小 的 区 域 中 两 个 极 小 值 的 区 域 分 开 的 曲面 具有 铭 尾 形 
关于 二 维和 nx 维 的 情况 ， 因 篇 四 所 限 , 在 此 不 做 讨论 ， 有 
兴趣 的 读者 ， 可 参阅 险 肯 原著 《协同 论 》 的 引 论 (中 译本 ， 
原子 能 出 版 社 ，1984 年 版 。》 


$4.5 突变 理论 与 耗 艇 结 村 


耗 散 结构 (Dissipative structures) 理论, 是 比利时 自 出 

大 学 著名 教授 普 利 高 津 (Prigogine) 从 1947 年 到 1967 年 长 

达 二 十 多 年 间 ， 由 热力 学 第 二 定律 出 发 ， 在 研究 非 平 奖 态 热 

力学 和 统计 物理 学 的 基础 上 ， 发 现 的 一 个 与 外 界 有 物质 、 能 

量 交换 的 开放 系统 〈 无 论 是 力学 .物理 学 、 化 学 .生物 学 、 还 是 
9? 74 。 


社会 和 经 济 学 》 在 从 平衡 态 到 达 近 平衡 态 再 向 远离 + 街 态 推 
进 的 过 程 中 , 当 到 达 远 离 平衡 态 的 非 线 性 区 时 , 一 旦 处 界 条 件 
.的 变 北 达到 某 一 特定 的 阅 值 ， 该 系统 就 会 自行 产 牛 一 铀 自 组 
织 现象 ( 即 自 行 产生 的 组 织 和 相 于 件 》， 从 稳 窜 蛮 记 不 稳 完 ， 
通过 涨 落 发 生 突 变 ( 即 平衡 相 变 )， 可 能 使 系 综 从 三 闻 的 无 序 
状态 转变 成 为 一 种 时 间 、 空 间或 功能 方 序 的 新 的 结构 ， 并 可 
保持 一 定 的 稳定 性 ， 不 会 因 外 界 的 微小 干 扑 而 沙 失 -系统 在 
远离 平衡 的 非 线 性 区 而 形成 的 新 的 、 稳 宁 的 灾 琴 让 证 处 构 ， 
善 利 高 津 称 之 为 耗 散 结构 。 其 理论 又 称 为 耗 散 竺 赵 环 论 、 也 
称 为 非 平衡 系统 的 自 组 织 理论 。“ 耗 散 结构 ”一 问 中 六 了 是 
示 这 些 状 态 仅 能 和 它们 的 环境 存在 。 如 果 系 统 与 环境 名 作用 
解除 ， 整 不 结构 就 会 崩 省 。 所 谓 涨 落 ， 是 指 系 终 中 某 休 杰 二 
和 行为 从 平均 值 的 偏离 ， 它 使 系 练 离开 原 来 的 状态 址 轨 记 。 

对 于 这 种 新 结构 ， 要 求 一 定 的 狂 学 丁 具 玉 完 晤 扫 加 以 研 
究 。 通 常用 非 线性 的 微分 方程 组 来 描述 非 线性 的 相互 作用 。 
非 线 性 微分 方程 组 的 特点 是 有 多重 解 或 分 支 解 。 普 利 高 瘦 采 
用 微分 方程 的 稳定 件 理论 分 析 了 结构 的 稳定 性 问 题 ， 系 练 从 
稳定 到 不 稳定 〈 失 稳 ) 又 到 新 的 稳定 的 转化 ， 找 到 了 确定 热 
力学 是 否 稳定 的 根据 ， 系 统 在 平衡 态 和 近 平 衡 线 性 区 ， 即 在 
热力 学 分 支点 之 前 ， 处 于 稳定 状态 。 小 的 涨 落 和 扰 渺 ， 不 足 
以 改变 系统 的 稳定 性 。 因 此， 在 这 个 阶段 不 能 形成 新 的 有 序 
结构 。 当 外 界 条 件 的 变化 达到 分 支点 以 后 , 系统 有 可 能 失去 稳 
定 ， 于 是 也 就 有 可 能 通过 涨 落 或 突变 进入 一 个 新 的 稳定 有 序 
的 状态 ， 形 成 耗 散 结构 。 所 以 ， 突 变 理 论 存 研 究 系统 涨 洲 问 
题 中 有 很 重要 汐 应 用 。 如 下 可 用 经 济 系统 中 的 问题 来 分 析 。 

在 研究 经 济 的 分 支 进化 问题 中 ， 当 经 济 系统 处 于 一 种 平 


ee 75 。 


衡 状 在 村 《这 种 安 观 的 平衡 应 作 最 广义 的 理解 ) 、 不 仪 指 物 
质 形态 鸭 牧 料 ， 也 不 仅 指 货币 ， 诬 不 仅 措 经 济 生 态 ; 而 是 指 
全 部 系统 狼 总 和 ， 它 具有 势 曾 数 特 征 性 稳 窜 ， 一 些 涨 落 〈 偏 
部 平衡 的 因 -) 沁 影 响 不 足以 使 它 脱离 吸引 子 ， 可 是 当 它 发 
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谷 必 了 了 沟 态 5b 远 良 本 次 态 广东 引 起 实 变 








图 116 由 :多 分 支点 组 成 的 演化 结 检 


展开 远离 平衡 阶段 ， 一 些 涨 落 的 放大 足以 突变 到 不 同 的 状态 
《 风 图 4.16) 。 

性 扣 一 国 的 经 济 演化 都 是 每 个 阶段 不 同 涨 落 引 起 状态 突 
变 后 的 分 支 组 合 的 实 迹 或 时 痕 。 如 果 每 次 偏离 平衡 的 涨 落 引 
导 到 另 一 次 持 线 增长 的 相 突 变 ， 这 种 历史 的 实 迹 是 经 济 长 期 
上 升 ， 相 反 ， 则 出 现 波 动 。 如 果 波 动 有 时 间 间 隔 ， 这 就 是 周 
期 循环 ， 这 里 的 关键 是 判断 涨 落 因子 和 预测 下 期 涨 落 可 能 出 
现 的 因子 。 

凯恩斯 的 均衡 分 析 理 论 主要 以 总 需求 量 作为 涨 落 因 子 ， 
以 物价 水 平 作为 状态 变量 ， 比 如 他 用 图 4.17 的 曲线 族 分 析 过 
渡 需 求 引起 的 通货 周 张 。 

图 4. 17 中 纵 轴 卫 宫 示 物价 水 平 ， 横 轴 名 表示 产量 水 平 ， 
D1,D… 也 ,表示 不 同 水 平 的 总 需求 ，@; 为 现 有 资源 能 达到 的 
最 大 产量 或 称 充分 就 业 产量 》。 

价格 为 Pl 时 总 需求 为 D:， 产 量 为 @1, 价格 为 P， 时 总 需求 
为 站 产量 为 如 价格 为 三: 时， 总 需求 为 DD,、 产量 为 @; 此 时 
已 达到 社会 最 大 产量 ， 因 此 如 果 总 需求 继续 增 大 〈 比 如 由 
上 升 到 Pu Ps) ， 但 产量 不 变 ，、 价 格 只 好 由 Ps 宜 线 上 升 到 
P,。 这 条 4、B.0.D、 玉 点 连 线 ， 被 他 称 作 通货 计 卫 轨迹 ， 其 
中 CE 段 是 过 渡 需 求 表现 。 

用 突变 理论 与 耗 散 铺 构 理论 这 是 容易 解释 的 ， 在 均衡 状 
态 下 ， 总 需求 作为 一 种 涨 落 不 致使 价格 状态 有 很 大 偏离 。 

但 是 如 果 这 种 涨 落 发 生 在 远离 平衡 的 非 线性 动力 区 〈 如 
图 4.17 的 4 一 5 一 C) ， 它 就 完全 可 能 引起 状态 突变 ， 因 为 这 
是 非 稳定 区 。 

突变 或 者 说 相 突 变 ， 前 面 几 章 介绍 了 7 种 形式 ， 在 这 里 
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图 4.17 凯 稚 斯 的 过 度 厢 求 分 析 图 


0 “ 尖 预 式 ” 突 变 ， 它 的 势 函 
数 形式 汐 : ，. 


1 ys 一 : sa Ba 
4 _ 2 


这 是 一 种 中 新 到 的 状态 突变 模式 ， 可 扩 罗 4.18 简单 
让。 

图 4.18 中 的 上 半 部 是 一 个 三 维 裤 间 加 此 ， 它 的 级 轴 就 是 
价 客 水 平 ， 这 是 一 张 带 有 中 间 折 大 的 曲面 ， 折 委 页 的 上 半 部 
是 通货 膨胀 区 ， 下 半 部 是 物价 稳定 区 8 中间 的 折 双 部 分 表示 
状态 的 突变 。 图 4.18 的 底部 是 折 登 面 的 投影 ， 尖 项 分 支 曲线 
正 是 突变 折 又 面 的 投影 。 

需要 把 图 4. 18 与 图 4. 二 的 上 合 起 来 考虑 ， 图 4. 16 一 - 所 
示 的 非 稳定 位 置 正好 是 图 4.18 的 折合 面 尖 开 ， 丰 这 种 远离 平 
衡 非 线性 区 ， 状 态 因 子 受 两 方面 吸引 子 的 吸引 (参见 前 述 势 
消 数 ) ， 一 方面 有 可 能 继续 受 物 价 稳定 区 的 吸引 下 发 生 通 货 
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图 4.19 尖 点 突变 模式 


脱 胀 (如 图 4.18 轨 迹 4) ， 也 可 能 突 变 至 通货 膨胀 区 (轨迹 
DB， 

“在 现实 经 济 现象 中 ， 涨 洲 的 因子 很 多 ， 而 凯恩斯 的 均衡 
分 析 中 所 使 用 的 涨 落 因子 是 十 分 有 限 的 ， 这 也 就 是 他 的 理论 
在 应 用 上 必须 有 许多 的 补充 条 件 ， 而 突变 论 与 耗 散 结 构 论 的 

怎样 利用 窗 变 理论 与 耗 散 铺 神 理 论 预 测 来 求 经 济 的 进 
化 ， 这 是 一 个 正 待 开 发 的 边缘 地 带 。 当 然 ， 每 个 科学 工作 者 
可 能 从 不 同 的 角度 提出 方法 。 这 里 认为 用 建立 势 函数 的 方法 
较 可 行 ， 其 中 的 关键 在 于 对 涨 落 的 预测 。 涨 落 是 随机 的 , 究竟 
经 济 生活 将 受 忆 些 最 可 能 的 潍 茂 影响 呢 ? 应 该 认真 开展 这 方 
面 的 研究 。 这 种 意义 是 不 言 而 喻 的 ， 谁 在 最 近 发 生 的 石油 价 
格 浴 贞 (也 是 一 种 洲 落 ) 事件 之 前 有 所 预测 ， 谁 就 可 以 及 里 
地 找 出 有 利于 自己 经 济 发 展 的 策略 。 
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8$4.6 突变 理论 在 理论 医学 上 的 应 用 


1， 在 中 医学 上 的 应 用 
在 现代 科学 还 不 能 充分 认识 人 体 的 生理 和 病理 的 今天 ， 
研究 生理 和 病理 的 外 特性 是 有 着 积极 和 重要 的 意义 的 ， 外 特 
性 的 研究 可 借 盎 于 数 兰 。 祖 国医 学 对 人 体 生 理 、 病 理 的 外 等 
性 的 认识 是 极 精 细 、 极 深刻 的 ， 有 很 多 内 容 还 不 能 为 现代 科 
学 所 认识 。 可 以 说 ， 祖 国医 学 的 理论 基本 .上 是 外 特 恬 的 理 
论 ， 辩 证 论 治本 身 就 是 一 例 。 辩 证 论 治 以 八 岗 即 阴 阳 ， 均 
里 、 虚 实 、 寒 热 为 理论 基础 之 一 ， 又 以 明 阳 为 纲 。 所 谓 阴 
阳 ， 损 紧 书 上 说 :， “阴阳 者 天 地 之 道 也 ， 万 物 之 纲 纪 ， 变 化 
之 父母 ， 神 明之 府 也 ， 治 病 必 求 于 本 ”。 了 阴阳 是 构成 一 事物 
的 一 对 矛 后， 医书 上 说 :，“ 阴 半 阳 秘 ， 精 神 乃 治 ， 阴阳 决 
离 ， 精 气 乃 绝 ”。 因 而 ， 正 常 的 生理 状态 是 阴阳 调和 的 必然 
玫 现 ， 明 阳 莱 和 则 为 病 ， 这 就 是 我 们 要 建 的 模型 中 的 “吸引 
子 ”。 所 调 “ 吸 引子 ”， 指 事物 将 自动 趋向 的 稳定 状态 。 它 
象 磁 石 一 样 ， 将 其 影响 范围 内 的 磁性 体 吸 向 它 ， 对 简单 的 静 
平衡 系统 ;，“ 吸 引子 ” 指 单 个 的 稳定 状态 ， 如 弹性 系统 的 最 
小 能 量 状态 。 在 动 平 衡 系 统 中 ，“ 极 引子 ”是 捐 很 多 状态 的 
稳定 循环 。 例 如 ， 一 根 受 到 激 振 的 台 交 ， 会 以 其 自 振 频带 不 
断 作 重复 的 循环 ， 在 这 里 ， 自 振 频 率 就 成 为 一 种 “ 琢 引 
子 >” 。 病 变化 虽 繁 ， 但 其 主要 机 制 不 外 乎 那 正 相 博 和 脏腑 功 
能 的 和 失调。 脏腑 的 功能 正常 旺盛 则 正气 充沛 ， 当 理解 到 对 脏 
脏 经 络 功 能 的 一 切 障碍 为 “ 那 ” 时 ， 病 还 龙 不 病 的 状态 就 为 
两 个 互相 对 立 又 统一 的 因素 “ 正 ” 与 《“ 那 ”所 决定 ， 正 气 的 
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盛衰 ， 脏 腑 功能 的 蝇 弱 可 认为 是 连续 变化 的 ，“ 邪 ”也 有 有 强 
弱 ， 亦 可 视 为 连续 变量 ， 阴 耻 失 调 则 病 ， 我 们 对 于 病 有 明确 
的 准 标 。 病 有 轻重 ， 由 病 到 不 病 与 由 不 病 到 病 都 是 突变 。 例 
如 在 酷暑 的 季节 ， 一 个 体质 健壮 的 人 可 以 不 得 暑 病 ， 但 体质 
可 以 逐渐 下 降 ， 而 一 个 得 了 野 温 病 的 人 ， 体 质 可 以 逐渐 增 
强 ， 这 说 明 我 们 讨论 的 对 象 (人 体 的 病 还 是 不 病 的 状态 ) 不 
仅 具 有 双 模 态 性 也 具有 发 散 性 和 不 可 达 性 ， 这 是 显然 的 。 
于 是 ， 可 以 用 尖 点 型 突变 做 为 辩证 论 治 的 一 个 总 模型 〈 如 区 
4.19》 ,在 图 1.19 中 ,行为 曲面 是 由 “iE” 占 优势 的 高 数值 
区 域 向 “ 那 ” 占 优势 的 低 数值 区 域 做 整体 性 你 斜 的 ， 行 为 曲 
面 越 低 吕 示 病 越 重 ， 据 此 几 亿 图 形 可 以 着 册 ， 尼 使 一 个 点 病 
的 人 恢复 健康 应 以 扶正 为 宗 ， 祛 那 骨 在 扶正 《这 与 中 医治 疗 
学 中 的 < 护 正 社 那 ” 一 
致 ; ， 场 已 不 顾 正 气 而 乱 
用 攻 伐 ， 事 实 上 ， 这 相当 
于 在 控制 参数 平面 上 提高 
“ 正 ?” 轴 的 数值 昌 根 本 的 
目的 。 
所 谓 扶正 ， 荐 调和 曙 
阴 ， 恢 复 脏 脏 功能 ， 操 中 
医 内 科 医 生 说 ， “运用 切 
: 脉 诊断 出 内 及 的 痢 变 和 经 
图 4.19 络 的 异常 ， 经 过 针 刺 调整 
内 脏 利 经 络 的 异常 ， 使 之 恢复 正常 ， 经 常 不 断 地 调整 病变 的 
内 脏 和 异常 的 经 络 ， 使 它 保持 正常 状态 ， 就 会 激发 体内 抗 总 
物质 与 疗 作 斗争 ”， 这 事实 上 也 在 讲 提高 “ 正 ” 轴 的 数值 是 
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粮 本 的 目的 . 

治 病 求 本 ， 急 则 治标 ， 标 本 兼顾 的 治 则 是 对 各 种 复杂 
况 所 采取 的 衣 和 阳 阳 的 措施 ， 在 本 模 列 中 愉 具 有 说 明 扶正 社 
那 的 手段 的 意义 。 

由 几 全 模型 上 和 可见， 实现 D>D 也 是 一 种 治 法 ， 但 必须 
完成 D7Y'， 否 则 又 极 易 重新 生病 耐 变 得 更 二 。 除 了 对 那 
些 “ 敢 ” 盛 而 “下 ” 尚 不 其 衰败 ， 传 变 又 极 迅 束 的 病 之 外 ， 
这 不 是 一 种 好 方法 ， 因 为 实现 PP->7' 常 常 是 十 分 困 难 的 , 即 
所 谓 虑 不易 补 ， 而 且 如 果 掌 握 得 不 好 致使 也 过 低 ， 变 故 又 会 
丛生 。 

如 果 对 一 个 病人 施行 一 B' 治疗 过 程 ， 则 病人 将 有 生命 
之 处 ， 轻 者 也 将 导致 病情 加 重 ， 或 成 坏 病 。 

2， 在 西方 医学 上 的 应 用 

齐 曼 和 海 维 西 古 嫌 蝶 型 突变 建立 了 神 精 性 厌食 症 的 数学 
入 型。 这 种 疾病 的 忠 涤 。 交 神 地 在 绝食 和 贪 食 两 种 极端 的 行 
为 之 间 飞 其 。 为 了 全 中 省 由 飞 唉 转 入 正常 的 渐变 状态 ， 齐 吕 
和 海 维 西 通过 催眠 引进 使 风 人 安心 的 控制 变量 ， 将 病人 的 状 
态 由 绝食 和 贪 食 共 有 站 的 突 恋 区 引入 有 催眠 状态 的 口袋 形 三 值 
公 ， 再 从 中 间 叶 光滑 由 引入 口 找 后 面 正常 的 浙 变 区 。 

科学 发 展 有 一 个 很 奇怪 的 特点 ， 那 就 续 远 离 我 们 自身 方 
面 取得 了 飞速 的 发 展 ， 而 对 于 和 白 己 ， 特 别 旦 象 大 脑 这 样 重 杰 
的 器 官 ， 研 究 工作 反而 十 分 落后 。 当 字 宙 飞船 在 星际 空间 进 
行 着 精密 的 科学 考察 时 ， 我 们 对 自己 的 脑子 却 仍 龙 不 其 聘 
了 ， 更 没有 改造 它 的 手段 ， 我 们 的 感觉 、 知 觉 、 学 习 、 记 忆 
和 思维 的 能 力 与 千 放 年 前 的 古代 人 相 比 并 无 什么 显著 的 改 
和 进 ， 因 此 ， 人 脑 被 称 为 黑箱 ， 世 界 上 有 许 许 多 多 科学 察 、 学 
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者 下 车 辛勤 地 探索 人 脑 的 奥 税 ， 试 钾 抒 黑箱 变 成 白 第 。 齐 曼 
应 下 窗 变 理论 建立 了 人 脑 的 锅 学 模型 ， 用 以 对 大 脑 的 构造 及 
如 句 层 维 进行 研究 ， 如 果 人 类 对 这 方面 有 所 突破 ， 将 会 给 人 
类 带 来 巨大 的 效益 ， 我 们 将 大 大 提高 自己 活动 的 能 力 ， 更 有 
效 培 宰 制 人 类 的 行为 ， 消 除 智力 稳 精 神 方面 的 病 患 ， 创 造 更 
为 先进 的 科学 技术 ， 改 造 世界 ， 改 造 自 然 。 

些 处， 癌变 也 是 一 种 突变 现象 ， 困 此 也 可 以 期 望 用 突变 
理论 对 疗 病 进行 研究 、 

据 科 学 通报 1978 年 第 9 期 报导 ， 国 外 曾 省 人 对 某 种 精神 
失调 的 病理 现象 建立 了 一 个 “ 贿 蝶 型 突变 ”的 模型 ， 在 治疗 
中 ， 增 加 模型 中 的 “蝴蝶 参数 ”， 逐 步 开 辟 了 一 个 该 病症 临 
岂 反 应 中 轮流 出 现 的 两 个 极端 反复 之 间 通 向 正常 状态 的 折衷 
通道 ， 取 得 了 疗效 、 齐 曼 还 构造 了 心 捕 、 神 精 冲 动 传播 ， 肥 
胎 中 胜 坷 等 突 变 模 现 。 


8$4.7 突变 理论 在 生物 学 、 


我 们 知道 ， 数 学 号 研究 现实 世界 中 的 空间 形式 和 数量 关 

系 的 科学 ， 生 物 党 是 研究 自然 界 中 生命 活动 的 科学 ， 昌 然 这 
两 门 科学 都 是 十 名 的 科学 ， 但 长 期 以 来 ， 这 两 门 学 科 却 相互 
往来 很 少 ， 也 很 少 有 数学 家 ， 兼 搞 生 物 学 的 ， 这 种 情况 一 家 
延续 到 十 九 世 纪 。 恩 格 斯 和 兽 说 过 ，“ 数 学 的 应 用 ， 在 固体 力 
学 中 是 绝对 的 ， 在 气体 为 学 中 是 近似 的 ， 在 液体 力学 中 就 已 
经 比较 困难 了 ， 在 物理 学 中 多 半 是 尝试 性 和 的 和 相对 的 ， 在 化 
学 中 是 最 简单 的 一 次 方程 式 ， 在 生物 学 中 =“0””《 见 《自然 
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辩证 法 》》 ， 但 这 是 一 百年 前 的 情况 。 

随 着 生物 实验 手段 的 改进 ， 光 学 、 电 子 学 等 观察 、 测 试 
穆 记 录 设 备 的 广泛 应 用 ， 生 物 学 实验 中 逐渐 积累 了 大 量 的 数 
据 ， 从 而 使 得 生物 学 由 一 门 定性 的 、 描 述 性 学 科 走 向 定量 的 
精确 的 学 科 ， 四 十 年 代 未 期 电子 计 算 机 的 发 明和 随 之 而 来 的 
大 规模 的 推广 应 用 、 为 生物 学 与 数学 之 间 的 相互 渗透 提供 了 
度 好 的 条 件 ， 原 来 两 门 关系 不 甚 密切 的 科 学 ， 现 在 发 生 了 越 
来 越 密切 的 关系 ， 在 应 用 数学 中 形成 了 “六 物 数学 ”这 样 一 
种 有 一 定 独立 性 的 数学 分 支 。 于 是 ， 在 生物 学 中 ， 从 分 子 生 
学 。 细 胞 生物 学 直到 生态 学 等 ， 都 运用 了 数学 方法 。 微 分 
方程 开始 在 生物 学 中 大 量 的 应 用 ， 然 而 还 是 限于 连续 变化 的 ; 
现象 ， 但 在 自然 科学 中 ， 不 连续 性 时 在 本 世纪 初 已 被 汤普森 
明确 地 指出 ，“ 不 连续 的 原理 是 我 们 所 有 学 科 种 类 中 的 固有 
特性 ， 不 管 是 数学 的 ， 物 理学 的 还 是 生物 学 的 ”。1900 年 德 
国 物 理学 家 普 半 克扣 出 能 量 量子 的 假设 ， 说 明 能 量 分 和 者 的 不 
连续 竹 。 园 是 在 1900 年 ， 孟 德尔 的 遗传 理论 再 次 堆 发 现 ， 又 
打破 了 和 后 物 学 中 物种 进化 连续 性 的 观 太 。 达 尔 文 认 为 生物 进 . 
化 是 连续 的 量 的 各 累 , 不 同 物种 之 间 都 存在 中 间 类 型 的 过 渡 。 
从 备 德 尔 的 基因 理论 却 引 出 相反 的 结论 ， 在 生物 学 中 ， 基 因 
相当 于 量子 力学 中 的 普 朗 克 常 数 ， 一 个 革 因 的 政变 引起 相应 ， 
的 生物 突变 , 可 以 看 作 是 生物 进化 的 最 小 单位 。 我 国 著名 遗传 
学 家 ， 北 京 大 学 教授 本 汝 烘 写 道 ，“ 一 切 生 物 个 体 变 异 的 起 
源 ， 都 来 自 基 因 的 突变 ， 突 变 的 结果 怎样 呢 ? 它 既 能 使 生物 
产生 微小 逐渐 的 改变 ; 也 能 产生 巨大 飞跃 式 的 变化 ; 甚至 还 能 
产生 使 生物 个 体 不 能 完成 发 育 的 致死 突变 ? ，【〔 见 《百科 和 詹 
识 》1980 年 第 10 期 )。 著 名 奥地利 量子 物理 学 家 诺 矶 尔 奖 金 获 : 
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得 者 检定 请 (Schrodinger) 指 出 ，“ 突 变 实 际 上 是 由 于 基因 
分 子 中 的 量子 芭 迁 所 引起 的 。” 他 把 这 两 个 不 连续 的 理论 统 
一 起 来 ， 开 创 了 “量子 生物 学 ”。 这 个 统一 说 明 ， 不 论 在 生 
命 科 学 或 者 非 生命 科学 ， 从 连续 到 不 连续 是 普遍 的 原则 ， 作 
为 自然 科学 基础 的 数学 ， 它 能 够 描述 物质 运动 量 的 连续 变 
化 ， 也 应 该 能 够 且 必 须 描述 质 的 不 连续 变化 。 因 此 从 连续 到 
不 连续 是 数学 发 展 的 一 种 趋势 。 托 姆 的 突变 理论 可 以 用 来 解 
释 形 态 发 生 学 小 的 一 些 现象 ， 托 姆 本 人 最 初 就 是 从 研究 胚胎 
学 开始 的 ， 他 在 其 著作 中 论述 了 许多 ， 后 经 齐 曼 等 人 的 发 展 
和 完善 ， 突 变 理论 在 心理 学 ， 生 理学 ， 生 态 学 和 组 织 胚胎 学 
的 应 用 中 获得 成 功 ， 生 物 学 中 许多 不 连续 的 生命 现象 到 生动 
的 描绘 。 象 拓扑 学 这 样 在 生物 学 中 突然 大 放 异 彩 的 数学 分 
支 ， 在 过 去 却 一 直 是 被 人 们 看 作 毫 无 应 用 价值 的 抽象 数学 而 
受到 冷 明 的。 我们 现 在 举 一 个 齐 曼 在 生物 学 方面 的 例子 ， 齐 
曼 是 用 一 次 波 、 二 次 波 来 说 明 某 种 的 发 生生 物 学 的 现象 。 我 
们 愉 一 次 波 、 二 次 波 的 概念 讲 起 。 

首先 ， 从 具有 适当 的 生物 条 件 的 细胞 壁 开始 ， 利 用 突变 


理论 来 说 明 一 次 波 的 发 生 。 


我 们 考 虚 在 广 阅 的 土地 上 草 和 树 的 生育 问题 ， 所 考虑 的 
小 地 如 图 4.20 所 了 未 ， 其 北 侧 适 合 草 的 生育 ， 南 侧 适 合 树 的 生 
育 ， 背 草 力 图 扼杀 树 页 ， 而 树木 只 页 发育 长 大 ， 它 就 能 用 阴 
影 来 抽 人 制 青草 ， 故 一 方 的 生育 抑制 六 一 六 。 

以 时 间 为 可 轴 建立 直角 举 标 系 ， 以 起 妈 点 时 弛 {= 如 为 举 
标 冻 点 ， 现 在 假设 ， 最 初 森林 在 一 土地 的 南 贷 ， 由 上 南 向 北 逐 
酒 减 少 ， 草 却 乏 渐 增 和 多， 最 后 成 了 草原 。 如 素 在 时 刻 如 ， 硅 
和 章 共 南 加 北 是 连续 分 布 的 《参看 图 4.20) ， 然 后 ， 假 定 在 





时 刻 #， 在 # 的 地 方 出 现 的 前 线 ， 这 里 所 谓 前 线 ， 是 指 森林 
和 昔 原 的 边界 。 因 为 在 时 刻 ， 树 和 草 的 分 布 是 连续 的 ， 所 
以 没有 前 线 。 但 在 南 侧 树 增加 而 草 减 少 ， 在 北 仙 则 相反 ， 草 
逐渐 增多 树 减 少 ， 而 树 、 草 南 粒 的 分 布 逐 渐 单一 ， 使 森林 的 
区 域 和 草原 的 区 域 模糊 不 清 的 地 方 清晰 了 , 因而 出 现 了 前 线 。 
这 个 前 组 随时 间 的 推移 而 变化 〈 例 如 向 北方 变化 )》 ， 齐 曼 称 ， 
前 线 的 运动 为 一 次 波 ， 连 续 北 移 的 一 次 波 的 速度 逐渐 缓慢 下 
来 ， 到 了 时 刻 户 ，% 的 地 方 停止 下来。 也 就 是 一 次 波 趋 于 稳 
定 ， 因 而 确立 了 森林 和 草原 轮廓 分 明 的 边界 。 

继 一 次 波 之 后 ， 在 草原 和 攻 林 中 各 种 花 、 虫 、 鸟 慢 慢 地 
出 现 了 。 这 些 花 、 虫 、 乌 的 出 现 齐 曼 称 之 为 二 次 波 。 因 此 ， 
二 次 波 也 可 以 说 成 一 次 波 的 从 属 波 。 

从 这 个 例子 可 知 ，-- 次 波 的 发 生 与 以 下 四 个 条 件 有 
关 : 

(1) 内 部 环境 稳定 ， 每 个 细胞 都 处 于 稳定 的 生物 化 学 
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平衡 状态 ， 虽 然 这 种 平衡 状态 可 以 随时 间 而 变 。 在 本 僻 ， 莫 
和 树 就 时 间 来 论 ， 保 持 稳 定 平 六。 

(2) 连续 性 ， 当 实验 开始 时 ， 不 同 细胞 中 的 化 学 、 物 
理 和 动力 学 条 忻 可 用 细 胸 在 组 识 中 位 置 的 一 个 光滑 函数 来 表 
示 。 这 种 连续 人 性 意味 着 相 部 细胞 和 参 尽 可 能 好 按 和 相近 的 途径 发 
训 。 本 例 ， 在 初始 时 肇 t。 草 原 和 树 的 分 布 是 连续 的 ， 而 且 
在 全 体 缚 胞 中 化 学 、. 鸯 理 条 力学 请 条 件 也 是 连续 的 。 

《3) 分 化 性 ， 尽 管 在 实验 开始 时 只 有 一 种 类 型 的 细 
. 胞 ， 最 饼 它 们 的 性 质 有 一 个 光滑 的 变化 ， 但 在 实验 结束 时 却 
` 有 两 种 类 剖 截 然 不 同 的 细胞 ， 两 者 之 说 有 一 个 明显 的 界面 ， 
而 它 从 一 种 类 型 连续 地 变 成 另 一 种 类 型 。 在 本 例 ， 最 后 士 地 
成 为 草原 和 森林 。 

(4) 反复 忻 ; 过 程 结构 是 稳定 的 。 在 本 例 ， 当 时 间 、 
空间 的 初始 条 和 件 少 许 变化 时 ， 仍 然 出 更 相同 的 现象 。 细 胞 的 
发 展 是 稳定 的 ， 也 就 是 初始 条 件 充 分 小 的 变化 ， 不 会 引起 实 
质 性 的 变化 。 

在 这 四 个 条 件 下 ， 一 次 波 的 发 生 由 下 面 的 突变 定理 来 保 
证 。 

一 次 波 定理 ”由 多 数 细胞 连接 构成 的 具有 内 部 环境 稳定 
的 纽 织 ， 最 终 总 能 由 前 线 分 化 为 两 种 不 同 的 绍 胞 。 

我 们 进一步 来 说明 一 次 波 定理 ， 首 先 由 各 细胞 的 状态 给 
出 ?2 维 敬 氏 空 间 记 的 一 个 子 集 和 多 ， 用 * 表示 在 土地 南北 线 上 的 
区 间 ， 而 上 是 从 加 开始 的 时 间 间 隔 。 如 果 C= 吕 x2， 则 C 是 平 
面 嫩 中 的 矩形 。 这 时 ， 在 上 述 的 四 个 条 件 中 ， 就 数学 来 说 ， 


。 有 和 势 函 数 


"~ Ox ZR 








这 里 Cx C1 x J = 形 对 于 他 身 安 C 给 出 通 数 广 co (2) 
的 极 小 值 <， 可 以 看 作 (s 妇 的 细胞 的 稳 定 平衡 状态 。 由 条 件 
《4 ，F 可 解释 为 结构 稳定 的 。 如果 (e 驴 的 各 细胞 的 稳定 平 
衡 状态 为 =， 设 [(% 六 ,2 的 集合 为 @G， 则 由 托 姆 定理 可 知 ( 
是 势 博 数 『 的 平衡 空间 ， 是 Cx ZCR* 内 的 曲面 。 
“在 图 4.21 中 ， 因 为 在 时 刻 沿 a 上 的 细胞 分 布 是 连续 的 ， 
所 以 在 控制 平面 :上 线段 *xt。 上 方 的 G 的 部 分 是 曲线 段 05。 
但 在 时 刻 #s 时 ， 出 现 了 两 个 不 同 细胞 4, B。 因 为 4，B 不 是 连 
续 变化 的 ， 所 以 在 线段 *xt 的 上 方 是 两 个 分 离 的 曲线 4 和 
B， 因 为 控制 变量 是 sa 和 ， 即 控制 变量 的 个 数 为 g, 所 以 根据 托 
姆 分 类 定理 , 势 函 数 是 尖 点 型 。 即 图 4.22 中 茧 面 耻 ,《 即 图 4.21 
中 曲面 9) ， 它 是 尖 点 型 曲面 ， 然 后 利用 突变 映射 s 把 3 





图 421 


的 折 达 曲线 影射 到 品 上 得 分 玻 点 集合 及 ， 即 图 4.20 中 一 次 波 
那样 的 图 象 。 
»。 8 。 


我 们 再 进一步 讨论 在 时 刻 fks。 由 s 出 发 的 在 控制 平面 上 的 
道路 。 在 3 上 是 什么 样 的 情况 。 





图 4.22 . 

如 图 4.23 在 to 时 由 点 出 发 的 控制 平面 上 的 道路 ， 在 时 刻 
与 一 次 波 的 图 象 相交 。 与 这 个 道路 对 应 的 M, 上 的 道路 在 
(9, 入 的 上 方 ， 由 于 ,的 点 了 灌 双 稍 头 襄 Q 的 方向 发 生 突 变 。 由 
此 可 知 ， 前 线 在 时 刻 册 ， 从 s, 的 地 方向 前进， 速度 逐渐 缓慢 
下 来 ， 到 时 刻 t 时 ， 在 8 的 地 方 稳定 下 来 。 

突变 理论 在 生态 学 的 应 用 也 比较 成 功 ， 如 在 形态 形成 
中 。 控 制 生物 体 细 胞 分 化 的 条 件 是 生物 体内 化 学 物质 的 浓 
度 , 它们 在 时 间 和 空间 上 都 是 连续 变化 的 , 但 为 什么 在 不 同 的 
位 置 上 会 出 现 不 同 的 细胞 ， 出 现 空 腔 和 不 连续 的 分 界面 呢 ? 
这 可 用 突变 理论 来 解释 。 在 形态 学 上 。 蝴 蝶 可 在 空间 中 表示 
为 一 个 小 穴 ， 而 在 时 间 关 系 上 ， 它 相应 于 给 予 或 收受 ， 或 者 
充满 或 掏 空 一 个 小 穴 ， 图 4.24 为 蝴蝶 型 突变 加 上 麦克 斯 书 尔 
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图 4.23 


惯例 而 得 出 的 ， 它 可 以 来 解释 脏 胎 形态 形成 时 为 什么 会 出 现 
一 个 空 腑 。 . 

再 如 ， 对 于 捕食 者 及 其 被 捕食 者 之 闻 的 相互 作用 的 数学 
研究 ， 可 追溯 到 二 十 世纪 二 十 年 代 ， 当 时 有 一 位 意大利 生物 
学 家 柯 纳 (dAncona) 对 亚 得 里 亚 海 的 捕食 者 一 一 被 捕食 者 
.和 炳 如 大 鱼 屹 小 鱼 》 相互 作用 而 引起 的 群体 消长 情况 。 长 期 


图 4. 从 一 个 小 穴 


尔 优 泰 拉 ”微分 方程 组 (Lotka 一 
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这 下 于 是 被 捕食 生物 体 的 数目 ，。 工 是 捕 食 者 的 数目 ， 它 们 都 
是 时 间 上 的 函数 ， 而 所 有 希腊 字母 都 老 示 人 常 闪 ， 都 得 不 到 满 
意 的 解释 ， 而 用 尖 点 型 突变 的 预测 却 与 实验 很 好 地 相符 。 

类 似 的 例子 ， 设 捕食 者 为 由 猫 ， 被 捕食 者 为 出 免 。 出 猎 
了 了 田 免 ， 虫 于 山猫 有 用 于 繁 衔 所 必需 的 食物 ， 了 山猫 的 数目 
就 会 增加 。 这 样 一 来 ， 绩 免 的 数目 和 便 证 着 减少 ， 接 着 由 于 食 
料 短 缺 , 山猫 的 数目 不 断 为 减少 。 由 于 下 免 同 山猫 相遇 的 机 会 
减少 ， 结 果 使 出 免 的 数目 又 逐步 增多 。 随 着 山猫 的 数目 又 再 
次 增加 ，、 而 出 免 的 数目 又 一 次 减少 ， 如 此 周而复始 ,个 断 循 
环 ， 这 两 个 群体 的 消长 情况 ， 届 样 也 可 以 用 尖 点 突变 来 措 
述 。 

突 恋 理论 除了 在 物理 学、 化 学 、 生 物 学 等 领域 已 有 很 多 
十 分 重要 的 应 用 外 ， 它 在 生态 系统 分 析 中 还 有 较 多 的 应 用 实 
例 ， 在 此 仅 举 几 例 。 

经 典 的 Verhust 一 Pear 的 科 群 增长 Logistic 模 型 是 

1 dN 
NY a 
其 中 入 是 种 群 密 度 ，a 是 内 豪 增 长 率 ，4/5 是 环境 负荷 能 力 。 
为 了 使 模型 楼 近 于 真实 ， 可 假定 存在 一 个 阅 值 密度 。 在 阅 值 
密度 下 ， 个 体 间 互 不 于 扰 ， 旦 在 低 密 度 外 ， 峻 入 找 型 配偶 的 
机 会 与 密度 成 正 相 关 ， 和 而 死亡 率 与 密度 无 关 。 因 此 ， 在 靖 值 
.0 91 » 
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密 户 下， 种 群 的 个 体 增长 率 应 是 密度 的 增 函 数 ， 而 在 阔 值 密 
傣 之 上 则 是 密度 的 减 函 数 。 于 是 Logisitic 模 型 应 修改 为 
1 a pt 


~ 


= rN2-bN+D (Sa=+— 
= 一 中 (YY) 

这 里 … 种 华 在 特定 自然 环境 〈 如 温 度 、 湿 度 、 光 照 、 食 物 
等 ) 下 为 增长 率 ,(Y) 为 种 群 的 反馈 机 制 。 当 系 统 平衡 时 ， 
7 一 中 (YY) =0 

把 它 写成 a 
(NVN—-a) :+a -P=0 


其 中 {| = i 01 之 4 P=—。 

如 果 把 卫 作 为 控制 变量 ，NN 作为 行 为 变量 ， 则 上 式 表 示 
了 一 个 典 下 简章 折 转 型 突变 流 形 《如 图 4.25) 。 

根 妇 比 突 变 模 型 ， 可 益 明 若干 生物 种 群生 产 力 总 规律 问 
题 . 即 应 如 何 开采 才能 获得 稳定 且 持 久 的 高 产 ， 而 不 致 玻 坏 
种 吁 猴 复 再 生产 风能 力 。 
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对 于 有 害 生 物 ， 则 是 如 何 防 治 使 它 不 致 回升 到 危害 水 
平 。Ricker(1954) 的 研究 结果 表示 ， 对 某 种 种 群 的 增长 曲 
线 ， 随 着 开采 率 增 大 ， 种 群 丰盛 庶 升 高 ，60% 的 开采 率 使 丰 
起 度 达 到 最 高 水 平 ， 再 增 大 开采 强度 反 使 丰盛 度 下 降 。 就 防 
治 害虫 而 论 ， 防 治 强度 由 10% 增 至 60% 反 使 害虫 密 庆 加 大 只 
有 使 防治 强度 增加 到 一 定 水 平 〈 例 如 75% ) 才能 控制 虫口 密 
度 于 危害 水 平 之 下 。 这 个 结论 和 虱 连 业 等 人 用 种 群 突变 模型 
必定 性 研究 的 结果 是 一 致 的 。 

应 用 突变 理论 对 森林 生态 系统 进行 分 析 ，D.DJones 已 作 
过 研究 。 

云 杉 卷 叶 蛾 在 东 加 拿 大 地 区 有 40 一 70 年 的 发 生 历 史 。 当 
数量 很 低 时 ， 云 杉 蛾 是 一 个 稳定 的 密度 水 平 。 随 着 森林 逐渐 
长 大 , 云 杉 蛾 种 群 就 进入 了 大 发 生 时 期 ,延续 了 3 一 4 年 。 它 的 
密度 可 增加 5 个 数量 级 。 但 在 高 密度 下 ， 所 有 的 新 叶子 和 某 
些 较 老 的 叶子 在 广阔 的 森林 常 被 消耗 殉 尽 。 叶 子 经 过 这 样 严 
重 的 4 至 5 年 的 破坏 ， 树 木 大 量 死亡 。 这 时 在 下层 主要 是 年 
幼 的 云 杉 树 ， 它 们 有 效 地 避免 了 云 杉 明 的 攻击 ， 且 由 于 上 层 
亲 代 的 死亡 ， 而 被 “释放 ”出 来 ， 快 速 地 生长。 而 在 这 期 
间 ， 云 杉 峨 面 对 捕 食 者 、 寄 生 天 敌 、 疾 病 、 食 物 和 产 卵 场所 
的 减少 等 因素 。 种 群 又 迅速 地 下 降 到 原来 的 固有 水 平 。 整 
个 大 发 生 周 期 延续 7 一 14 年 。 如 时 选择 云 杉 裙 的 幼虫 密度 作 
为 行为 变量 ， 森 林 中 可 利用 的 叶 簇 的 定性 的 量度 为 控制 详 
量 ， 人 则 构造 了 云 杉 蛾 大 发 生 的 一 个 折 转 型 突变 模型 (如 图 
4.26) 。 通过 对 突变 流 型 的 分 析 可 解释 大 发 生 以 及 采取 防治 措 
施 中 出 现 的 种 种 现象 。 如 果 拒 林 中 每 单位 云 杉 峨 可 利用 的 栖 
息 地 总 量 〈 如 单位 面积 里 树枝 的 面积 ) 和 单位 树枝 面积 上 可 
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. 惠 用 的 叶 委 总 量 ( 表 示 食 物 ) 作 为 两 个 控制 变量 ， 那 就 可 构成 
一 个 雪 点 型 灾变 模型 〈《 刀 图 4.37》 来 韦 秤 头发 生 情 况 。 
0 另外 ，D.D.jo- 
.nes 和 C.J,Watlters 
用 突变 理论 研究 了 
渔业 开发 系统 是 一 
个 成 功 的 例子 。 对 
渔业 开发 系统 ， 可 
以 选择 下 面 这 些 变 
量 : 
(1) 生物 群 
体 大 小 ， 它 可 由 几 
个 不 疝 的 取样 单位 
米 测 且 ， 也 可 能 是 
由 几 个 不 同 的 地 理 
位 置 的 亚 群 体 所 组 
丈 的 ， 甚 至 是 许 客 
种 的 混合 体 。 
(2) 捕 渔 投 
资 水 平 ， 它 可 由 捕 
渔船 队 的 大 小 (如 
数量 ) 来 测量 。 
(3) 技术 和 
经 济 效率 ， 这 可 由 
捕获 率 ， 每 船 的 容 








量 以 及 连续 捕捞 仍然 有 经 济 意义 的 最 低 种 狼 大 小 形式 来 表 
人 小。 

兆 生 产量 = 生长 + 补充 一 自然 死亡 。 净 生产 量 申 线 与 一 
定投 资 水 平 下 的 捕捞 量 曲 线 的 交点 表示 平衡 点 ， 其 相应 的 群 
体 大 小 称 为 平 侈 群体 大 小 。 在 低 效率 时 ， 只 有 一 个 平衡 大 
小 。 但 在 高 效率 时 ， 却 有 三 个 平衡 群体 的 大 小 ， 其 中 两 个 是 
稳定 的 , 中 间 的 一 个 是 不 稳定 的 ,这 时 开发 系统 成 为 具有 三 个 
平衡 态 的 系统 。 经 过 分 析 把 船 队 的 大 小 和 捕捞 效率 作为 两 个 
控制 变量 ， 它 们 都 随 着 时 间 变 化 而 变化 ， 把 平衡 群体 大 小 作 
为 行为 变量 ， 这 就 可 构成 一 个 尖 点 型 的 突变 模 型 (图 4.27)。 

南极 铺 鲸 群体 ， 在 1930 年 以 前 ， 渔 业主 要 是 靠 扩 充 船 队 
来 发 展 的 ， 而 效率 是 相当 低 。 这 时 不 出 现 明 显 的 突变 ， 此 现 
象 一 直 延 续 到 30 年 代 后 期 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 由 于 捕 泡 
船 队 的 破坏 ， 以 至 使 销 鲸 群体 的 大 小 有 所 回升 。 第 二 次 世界 
大 战 后 ， 捕 渔业 有 了 进一步 发 展 ， 技 术 和 效率 日 益 提 高 ， 这 
造成 50 年 代 ，60 年 代 群 体 大 小 突然 下 降 。 以 后 捕 渔 量 受到 限 
制 ( 主 要 是 被 定额 所 限 而 不 是 被 船 队 容量 所 限制 ) 。 鳍 鲸 数 
量 又 有 所 回升 ， 直 至 1975 年 。 另 外 ， 由 于 使 用 拖网 渔船 ， 热 
带 销 鱼 开发 系统 几乎 都 有 进入 尖 点 型 突变 流 型 的 尖 点 区 〈 突 
变 集 》 内 的 可 能 。 这 样 ， 只 要 投资 对 策 称 有 改变 或 者 捕获 定 
额 没有 迅速 加 以 调整 的 话 ， 就 会 导致 突变 ， 使 渔业 开发 失 
败 。 这 些 情 况 都 可 用 尖 点 型 突变 模型 给 以 阐明 。 基 于 突变 论 
的 分 析 ， 还 可 提供 预防 性 的 政策 措施 。 如 ; (1) 强 令 降低 捕 
鱼 效率 或 维持 低 效率 ， 使 系统 避免 进入 尖 点 区 ;， (2 ) 采 取 措 
施 使 央 点 区 变 宽 以 扩大 捕获 水 平 的 范围 ，( 3 ) 采 取 措 施 使 尖 
点 型 区 变 罕 ， 人 允许 发 生 小 的 突变 而 避免 大 的 突变 。 这 些 办 法 
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除 (3 外， 在 关于 渔业 开发 、 管 理 的 文献 中 都 有 介绍 。 太 平 
洋 鲸 类 开发 系统 已 用 过 (1 措施， 目前 是 采用 (2)，(〈3 本质 
上 是 一 种 适应 性 的 管理 办 法 ， 它 允许 小 突变 。 这 些 办 法 对 于 
决策 者 来 说 都 是 有 价值 的 。 

突变 理论 在 生态 系统 分 析 中 的 应 用 ， 在 国内 外 都 还 仅仅 
是 开始 ， 仍 处 于 探索 阶段 。 我 国 李 典 漠 、 丁 岩 饮 、 蓝 仲 雄 、 
郭 绍 礼 等 人 在 这 方面 作 了 大 量 工作 ， 感 兴趣 的 读者 请 君 参 考 
文献 提供 的 书目 和 材料 。 


$4.8 突变 理论 在 哲学 上 的 应 用 -一 
"突变 理论 与 “质量 互 变 规律 ” 


”一 百 多 年 前 ,德国 唯心 主义 哲学 家 黑 格 尔 (Hegel) ， 由 大 
量 的 现象 中 概括 出 从 量变 到 质变 的 概念 。 揭示 了 由 一 种 质 态 
到 另 一 种 质变 的 规律 。 黑 格 尔 认 为 量变 是 渐 近 性 的 运动 、 量 
变 在 一 定 限度 内 并 不 影响 质 ， 但 是 量变 积累 到 一 定 程 度 
时 ， 就 会 引起 质 的 突然 变化 ， 质 变 表 示 渐 近 运 动 的 中 汤 ， 使 
事物 出 现 飞 路 的 发 展 ， 是 一 种 突变 。 而 渐变 和 突变 又 受到 一 
定 条 件 的 影响 犯 限制 ， 这 岂 做 “质量 互 变 规律 ”。 十 九 世 纪 
马克 思 和 恩格斯 继承 了 黑 格 尔 的 辨证 法 ， 在 近代 大 工业 和 和 近 
代 自 然 科学 成 果 的 基础 上 ， 对 哲学 实行 了 伟大 的 变革 ， 达 到 . 
了 辩证 唯物 主义 ， 恩 格 斯 则 进而 创立 了 “自然 辩证 法 ”， 认 
为 质量 互 变 的 规律 是 存在 于 自然 界 一 切 变 化 和 发 展 过 程 中 的 
普 所 规律， 是 辩证 法 的 基本 规律 之 一 、 恩 格 斯 在 《自然 辩证 
法 》 中 曾 写 道 ， 这 一 规律 “无 论 在 生物 学 中 ， 或 在 人 类 社会 
历史 中 ， 同 一 的 规律 在 每 一 步 上 都 被 证 实 了 、 但 是 我 们 在 这 
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里 只 从 精确 的 科学 中 举 出 一 些 例子 ， 因 为 这 里 的 量 是 可 以 精 
确 地 测量 和 追究 的 。” 但 遗属 的 是 ， 一 直 没 有 出 现 阐述 这 种 
由 量变 到 质变 的 数学 规律 ， 托 姆 的 突变 理论 把 人 们 见 百 年 来 
关于 由 量变 到 质变 的 经 验 总 结 成 数学 模型 ， 是 从 量 的 环节 或 
侧面 来 表现 这 种 变化 规律 的 。 罕 变 理 论 的 基本 思 犯 是 深刻 
的 ， 它 是 从 研究 结构 稳定 性 开始 的 ， 突 变 理 论 的 创始 人 托 姆 
通过 对 稳定 性 前 研究 。 得 出 了 一 种 对 事物 的 变化 有 深 知 灼 见 
的 理论 ， 广 义 地 回答 了 为 什么 有 的 事物 不 变 ， 有 的 渐变 ， 有 有 
的 则 是 突变 。 这 样 一 来 源 于 对 事物 的 洞察 的 理论 ， 是 一 个 意 
外 的 出 发 点 ， 是 托 姆 所 始 料 不 及 的 。 

我 们 已 经 知道 ， 所 谓 稳 定性 ， 不 仅 指 事物 不 变 ， 而 几 还 
指 事物 有 一 定 的 抗 干扰 能 力 ， 或 者 说 当 干 扰 使 事物 偏离 稳定 
态 时 ， 事 物 能 依靠 某 种 作用 回 到 稳定 访 ， 前 已 说 过 ， 不 倒 仿 
的 直立 状态 就 是 一 个 稳定 态 ， 不 论 王 扰 从 那个 方向 使 它 发 生 
偏离 ， 它 都 能 回 到 这 一 状态 ， 同 理 ， 处 于 一 洼 底部 的 小 球 的 
位 置 是 稳定 的 ， 放 在 一 突起 顶端 的 小 球 的 位 置 是 不 稳定 的 。 
实践 证 明 ， 任 何事 物 的 稳定 态 必 是 处 于 茶 个 “ 洼 ” 的 底部 ， 
不 过 ， 大 多 数 事 物 的 稳定 态 的 “ 注 ” 是 看 不 见 的 ， 它 是 指 抽 
象 空间 中 势 函数 的 洼 。 从 数学 角度 来 说 。“ 注 ”就 是 势 函 数 
的 极 小 值 点 ， 而 稳定 性 就 是 函数 趋 于 极 小 值 。 

从 物理 学 角度 看 。 自 然 界 存在 的 任何 物质 由 能 量 上 讲 必 
须 具 有 稳定 性 。 例 如 由 两 个 氢 原 子 组 成 一 个 氧 分 子 ， 两 个 氢 
原子 之 间 的 蝶 离 必定 是 使 势能 量 最 小 的 距离 Ru( 图 4.22)， 这 
样 的 结构 是 氨 分 子 结构 中 最 稳定 的 结构 。 这 一 位 置 一 定 处 于 
气 的 势能 函数 的 法 之 '1。 为 什么 呢 ? 因为 干扰 是 到 处 不 人 存在 
的 ， 如 果 和 氧 分 了 的 能 量 ( 由 原子 之 间 的 距离 R 决 定 ) 比 分 近 结 
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物 高 ， 那 么 任何 一 点 外 界 干 扰 都 会 使 氢 分 子 发 生变 化 ， 放 出 
能 量 ， 原 有 的 结构 也 就 不 能 稳定 地 存在 。 乞 原子 之 阅 的 距离 
最 终 将 趋 于 势能 曲线 于 的 最 低 部 ， 达 到 稳定 态 。 

巍 1.28 这 条 曲线 又 叫做 毛 原 子 距离 的 势 函 数 曲线 。 势 函 
数 具 有 更 广泛 的 定义 ， 对 自然 界 不 同 的 过 程 ， 势 函数 的 物理 
意义 是 不 同 的 ， 不 同 势 函数 的 洼 都 表示 事物 的 一 个 稳定 态 ， 
洼 底 的 位 置 是 稳定 态 为 位 置 ， 洼 越 深 意 头 着 相应 的 稳定 态 越 
稳定 。 图 4.28 册 发 只 有 一 个 汗 ， 意 昧 着 氨 分 子 只 有 一 种 稳定 
的 销 构 ， 图 4.29 曲 组 有 三 个 洼 ， 它 表示 水 的 自由 能 曲线 ， 三 
个 洼 分 别 代表 水 的 液 、 固 、 汽 三 种 稳定 的 物 态 。 

为 什么 一 事物 能 稳定 


到 
不 变 ? 回答 是 因为 它 处 于 
某 势 函 数 的 洼 中 。 正 如 在 
有 洼 之 中 的 小 球 那样 ， 微 小 
的 干 挑 使 它 偏离 洼 底 时 ， 


je KR 它 依 靠 自 身 重力 能 迅速 回 
图 4.28 和气 分 子 的 势能 到 洼 底 ， 而 不 影响 它 的 结 








构 。 这 就 是 对 事物 稳定 性 的 理解 。 进 一 步 分 析 ， 事 物 的 渐变 
与 突变 过 程 也 可 以 从 洼 的 移动 和 消失 〔〈 转 移 到 另 一 个 洼 中 ) 
来 解释 。 我 们 来 分 析 一 个 典型 例子 ， 对 一 个 直立 的 长 方形 木 
块 施 加 一 个 推力 ， 假 定 木 块 的 支点 因 摩 所 作用 不 动 ， 那 么 
在 疼 为 作 届 下 ， 木 块 逐 渐 颂 斜 ， 木 块 底 边 与 地 面 的 夹 角 8 逐 
渐 增 大 ， 当 木 块 倾斜 到 某 一 个 着 度 b 时 ， 渐 变 过 程 中 断 ， 木 
块 突然 翻 例 ， 夹 角 8 一 下 子 从 6 飞跃 到 90"。 这 是 一 个 在 推力 
五 的 作用 下 ， 木 块 的 角 诺 先是 渐变 ， 庆 后 发 生 突变 的 过 程 。 
这 一 过 程 完全 可 用 势 函 数 的 洼 的 变化 过 程 来 描述 。 

设 木 块 在 没有 推力 姑 作 用 的 情况 下 ， 只 可 能 处 于 直立 或 
横 立 两 个 稳定 的 状态 ， 也 即 是 说 ,6 和 角 的 稳定 态 只 有 0” 和 90 。 
无 论 木 块 开始 时 倾斜 成 什么 角度 ,最 后 要 么 直立 、 要 么 横 并 ， 
别 无 选择 。 如 果 我 们 画 出 木 块 在 前 后 几 次 翻 倒 运 动 中 重心 的 
轨迹 ， 人 和 便 得 到 网 130 那样 一 条 册 线 ， 它 由 玫 条 圆 踊 组 成 。 这 
条 曲线 也 就 是 木 块 的 势 淆 数 曲 线 。 它 有 两 个 洼 ， 注 的 位 置 4 
和 马 对 应 着 木 块 直 立 和 栅 立 两 个 稳定 态 。 

在 推力 5 的 作用 下 ， 木 块 的 势 函 数 曲 线 就 逐渐 发 生 了 空 
化 (图 431)。 可 以 看 到 ， 随 着 9 的 增 大 ，4 注 逐渐 变 浅 ， 问 
前 移动 。 在 0 到 9, 之 间 ， 木 块 的 重心 由 4 转移 到 4,、4,、4,， 


作 、 


， 
六 





图 4.30 


当 木 块 重心 移 到 4 位 置 时 ，4 
洼 消失 ， 势 函数 曲线 只 简 下 万 
洼 ， 这 意味 着 木 块 由 第 一 个 稳 
定 态 过 渡 到 第 二 个 稳定 态 ， 重 
心 由 4 路 到 BB， 夹 角 相 应 地 由 
9. 翻 到 50°, 突变 发 生 。 

这 个 例子 说 明了 以 下 几 个 
问题 

(1) 当 势 函数 的 洼 不 变 
时 ， 事 物 处 于 稳定 不 变 的 状 
访 


"No 


《2) 当 条 件 的 改变 引起 函数 洼 的 移动 变 浅 时 ， 因 为 我 
们 无 法 看 到 洼 的 变化 过 程 ， 我 们 只 看 到 事物 发 生 渐变 。 势 函 


数 洼 越 浅 ， 事 物 越 不 稳定 。 


(3)》 当 条 件 的 改变 使 势 丞 数 提 有 的 洼 消失 ， 事 物 的 状 
态 从 不 稳定 往 莉 洼 过 波 时 ， 事 物 发 生 窗 变 。 间 洼 消失 的 那 一 


太 ， 就 是 飞 荆 的 关节 点 。 


对 于 形形色色 的 突变 过 程 ， 尽 管 它们 的 具体 内 容 千 差 万 
别 ， 但 突变 都 是 在 它们 自身 的 势 函数 的 某 个 洼 消失 ， 致 使 系 
统 向 另 一 法 转化 时 发 生 的 。 因 面 ,不 同 的 突变 过 程 可 以 用 统一 
的 模型 来 处 理 。 实 际 上 , 图 4.27 记 示 的 突变 模型 并 不 神秘 ,其 
中 行为 曲面 只 是 显示 出 不 同 条 件 下 势 函数 的 洼 的 位 置 而 已 ， 
在 折 送 区 ， 势 函数 有 两 个 入 ,而 在 折 选 边缘 ,一 个 注 消失 了 了 ， 
突变 过 程 必然 在 这 里 〈 关 节点》 发生。 

突变 理论 对 哲学 有 那些 重要 启示 呢 ? 
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第 一 ， 突 变 理 论 用 数学 表明 了 ， 质 变 的 关节 点 不 仅仅 是 
一 个 点 ， 而 是 一 个 过 渡 区 ， 对 于 同类 突变 过 程 ， 关 节点 (区 ) 
的 形状 取决 于 突变 模型 。 如 在 尖 点 型 突变 ， 关 节点 是 一 个 尖 
角 ， 象 图 1.25 中 ， 在 行为 曲面 的 折 迭 区 ， 事 物 可 能 有 两 种 不 
和 司 的 稳定 状态 ， 质 变 只 有 在 这 个 区 域 才能 以 飞跃 方式 进行 ， 
殖 此 它 也 是 质变 过 各 小 有 可 能 出 现 关节 点 区 域 ， 这 个 区 域 叫 
双 什 区 《如 5 4.2， 称 i.7 中 的 麻 口 铁 出 现 的 区 域 》， 双 值 区 也 
是 事物 出 现 双重 行为 的 区 域 。 

第 一 ， 罕 变 理 论 把 人 们 千 百 年 来 的 关于 质变 的 经 验 总 结 
成 数学 模型 ， 为 进一步 认识 质 态 转化 的 辨证 过 程 提供 了 科学 
依据 ， 使 我 们 有 可 能 供 助 一 些 新 的 语言 来 回答 长 期 以 来 哲学 
上 关于 质变 问题 的 争论 ， 即 质变 究竟 是 通过 飞跃 还 是 通过 浙 
变 来 实现 的 ? 

第 三 ， 突 变型 论 告诉 我 们 ， 质 态 的 转化 既 可 通过 飞跃 来 
实现 ， 也 可 以 通过 渐变 来 实现 ， 更 重要 的 是 还 指出 在 什么 控 
制 条 人 忻 下 质变 此 飞 皮 的 ， 什 么 控制 条 件 下 质变 是 渐进 的 。 如 
从 模 现 中 我 们 可 看 到 ， 一 个 质 态 转 化 过 程 如 果 控 制 曲 线 穿 过 
折 送 区 (包括 双 值 区 ， 己 值 区 等 》 就 会 发 生 飞 路 ,如果 绕 过 
折 和 区 ， 变 化 就 是 渐 近 的 如 第 三 章 所 讲 的 气 一 一 液 相 变 模 
型 ， 在 图 3.3 中 沿 47 级 控制 ,水 就 会 发 生 沸腾 .冷凝 等 现象 。 
沿 CD 线 控制 ， 绕 过 临界 点 @， 水 就 能 够 不 经 过 沸 腾 而 由 一 
系列 水 、 汽 之 间 的 过 小 状态 转化 为 气 。 这 样 我 们 就 不 难 理解 
为 什么 在 有 的 情 襄 下 只 要 改变 控制 条 件 ， 一 个 飞 牙 过 程 可 以 
转化 为 渐变 ， 而 一 个 渐变 过 程 又 可 以 转化 为 飞 牙 ， 这 种 渐变 
与 飞跃 转化 的 现象 是 非常 普遍 的 。 经 济 危 机 在 爆发 时 常常 是 
一 种 突变 ， 在 复苏 时 却 往 往 要 经 历 一 个 缓慢 的 回升 过 程 ， 这 
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暗示 着 相应 的 模型 中 有 一 个 折 迭 区 ， 危 机 爆发 时 各 种 控制 因 
素 将 经 济 行为 推 入 了 这 个 折 选 区 ， 复 苏 时 各 种 因素 又 使 行为 
旨 开 折 选 区 ， 沿 着 曲面 的 连续 部 分 回升 。 

原则 上 讲 ， 对 尖 点 型 、 几 蝶 型 等 偶 次 势 函 数 突变 ， 飞 既 
与 浙 变 总 是 可 以 转化 的 。 面 折 连 型 、 燕 尾 型 等 奇 次 势 函 数 突 
变 ， 有 -一些 不 可 道 稳定 态 ， 突 变 理论 指出 ， 这 类 质变 过 程 飞 
跃 与 渐变 不 一 定 能 互相 转化 ， 这 是 值得 注意 的 。 

从 以 上 略 述 可 知 ， 突 变 理 论 的 研究 对 于 深入 讨论 哲学 上 
的 质量 互 变 规律 ， 带 来 了 积极 的 影响 ， 尽 管 突变 理论 尚 在 
深入 探索 之 中 ， 它 不 失 为 一 种 有 益 的 尝试 ， 我 们 以 唯物 辩证 
法 为 指针 ， 深 入 研究 和 具体 分 析 突 变 理 论 的 优 劣 ， 从 中 获得 
4 合理 的 内 核 > ， 用 以 推进 质量 互 变 规律 的 深入 探讨 。 


$ 4.9 突变 理论 在 社会 科学 中 的 应 用 


长 期 以 来 ， 社 会 科学 被 视 为 数学 的 禁区 ， 托 姆 的 突变 理 
论 既 能 应 用 于 自然 科学 ， 又 可 以 应 用 于 社会 科学 ， 对 许多 社 
会 突变 现象 ,突变 理论 至 少 能 做 出 定性 的 描述 ,但 突变 理论 在 
社会 科学 中 的 应 用 还 很 不 成 熟 ， 有 许多 争议 。 因 为 它 涉及 到 
如 何 定 量化 ， 如 何 将 社会 现象 的 突变 归结 为 某 种 量 的 突变 这 
样 一 些 带 根本 性 质 的 问题 。 齐 曼 和 其 他 人 对 突变 理论 在 社会 
科学 中 的 应 用 ， 曾 作 过 不 少 的 努力 ， 提 出 了 一 些 社 会 突变 模 
型 。 例 如 齐 曼 用 突变 理论 来 解释 狗 的 行为 ， 便 是 许多 例 示 中 
最 旱 和 最 有 名 的 例子 之 一 , 伐 有 趣味 .虽然 一 时 也 许 说 不 于 它 
能 有 什么 实用 性 价值 ， 但 是 从 过 去 无 法 描述 到 有 了 一 个 描述 
独 的 两 种 心理 状态 变化 的 模型 ， 这 本 身 就 是 一 个 突破 ， 更 不 
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能 不 说 是 一 个 重大 的 进步 ， 许 多 人 给 予 高 度 评 价 ， 下 面 就 先 
从 狗 的 行为 谈 起 。 

1， 狗 的 行为 

当 你 下 到 一 只 陌生 的 狗 ， 那 么 这 只 狗 可 能 会 怎样 行动 ? 
它 可 能 逃走 ， 可 能 无 动 于 点 ， 也 可 能 会 狠 狠 地 咬 你 一 口 ， 这 
只 狗 的 行为 受到 相互 矛 针 的 两 个 因素 控制 ， 愤 怒 和 恶 惧 ， 这 
两 个 因素 除了 用 扎 德 (Zadeh) 的 模糊 数学 以 外 ， 现 在 还 都 无 
法 定量 表示 ; 但 愤怒 程度 可 由 狗 张嘴 圳 齿 的 大 小 来 衡量 ， 恺 
惧 程度 则 可 从 狗 耳 采 的 音 拉 程 度 来 测定 。 当 丽 惧 压倒 愤怒 ， 
它 就 可 能 飞快 地 逃走 当 愤 怒 占 优势 ， 它 就 可 能 攻击 咬 人 ; 
但 愤怒 和 和 轴 惧 都 很 高 时 ， 就 可 能 发 生 突变 ， 一 只 本 来 似乎 要 
咬 人 的 狗 ， 会 突然 地 掉头 逃跑 ， 同 样 ， 一 只 看 上 去 将 殴 逃 走 
的 狗 ， 却 冷 不 防 突然 地 转身 咬 你 一 口 。 数 学 家 用 几 合 学 中 的 
曲面 概念 提供 了 它 的 模型 。 在 这 示例 中 ， 控 制 变量 有 两 个 ， 
即 愤 悉 和 钨 惧 ， 状 态 变量 是 行为 如 逃跑 、 退 缩 、 加 避 、 平 
和 、 吸 叫 、 哆 厨 、 进 攻 等 ) ， 此 外 ， 又 发 现 上 述 狗 的 攻击 行 
为 具有 类 点 型 突变 的 三 个 典型 性 质 ， 双 模 态 、 发 散 和 不 可 达 
性 ， 故 可 试用 尖 点 型 突变 来 拟人 台所 观察 到 的 现象 。 在 平面 图 
41.26 中 建立 直角 坐标 系 ，7 轴 表示 狗 的 行为 ， 按 逃跑 、 退 缩 、 
回避 、 平 和 蝶 叫 、 吃 呼 、 进 攻 等 次 序 在 z 轴 上 由 下 到 上 地 掩 
列 ， 当 然 ， 这 些 行为 用 数量 来 描述 至 少 和 目前 还 有 很 多 困难 ， 
但 是 作 一 大 概 的 刻 划 ， 给 出 定性 的 判 斯 ， 还 是 可 能 做 到 的 ; 
又 在 坐标 系 中 ，a 表 示 恶 惧 程 度 ，5 表 示 愤 抱 程 度 ， 也 是 同样 
只 给 出 定性 的 判断 。 

图 4.32 表 示 的 是 行为 (状态 ) 曲 面 z= 六 (a,6) ， 底 平面 称 
为 罕 制 平面 ， 妾 示 两 个 相互 矛盾 鸭 因 子 ( 灵 惧 %“ 和 愤怒 5) 的 数 
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值 ， 标 志 狗 的 情绪 状态 ， 
每 一 对 (oo 内， 对 应 一 个 
行为 值 z, 值得 注意 的 是 ， 
在 c 和 8 数 信 都 很 高 的 一 个 
区 域 之 上 ， 曲 面 出 现 了 令 
人 感 兴趣 的 折 壕 ， 在 控制 
平面 上 标 出 了 折 迁 在 底 平 
， 面 上 的 投影 ， 即 尖 点 型 区 
域 一 -分 歧 点 集 ， 当 (9， 
相处 于 该 集 内 的 时 候 ， 曲 
面 有 三 层 , 即 一 对 (9, 总 对 
应 着 三 个 + 的 值 ， 表示 这 
图 4.32 时 的 行为 不 唯一 确定 ， 行 
为 状态 不 稳定 ， 或 者 说 ,行为 状态 出 现 了 分 歧 点 集 ， 确 定 折 
迭 边 缘 的 线 叫做 折 迭 曲线 ， 它 在 控制 平面 上 的 投影 正 是 分 歧 
”点 集 的 边缘 ， 称 为 分 歧 曲 线 ， 所 有 这 些 说 明 都 与 第 三 章 所 举 
气 一 液 相 变 模型 所 说 的 大 致 相似 。 

为 什么 这 个 模型 能 够 用 来 解释 狗 的 行 为 突 变 呢 ? 先 看 
4A/ 一 4 路 线 ， 当 因子 处 于 4/ 时 ， 愤 怒 程 度 高 ， 恐 惧 因子 较 
低 ， 淘 的 行为 以 攻击 为 主 ， 是 稳定 的 。 当 因子 改变 ， 到 过 
of 后 ， 因 子 进入 分 歧 点 集 ， 与 4' 相 比 ， 狗 的 苛 惧 程度 4 有 所 
增加 ， 愤 她 程度 5 有 所 减低 ， 但 二 者 都 相当 高 ， 这 时 狗 既 
惊 又 芒 ， 其 行为 处 于 可 能 攻击 也 可 能 逃跑 的 双重 状态 ， 即 不 
稳定 态 。 当 因子 改变 到 达 4 点 时 ， 则 面 折 检 部 分 到 达 边缘 ， 
这 时 如 果 青 稍微 增加 一 点 刹 吓 ， 行 为 状态 将 离开 折 送 曲面 的 
镍 时 ， 突 然 跌 到 底下 一 叶 ， 突 变 因而 败 生 。 当 因子 到 达 4 
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时 ， 狗 处 于 退缩 状态 一 一 另 一 个 稳定 态 。 同 样 ， 因 子 (o， 2 
沿 好 一 恨 路 线 走 ， 那 么 “处 于 逃跑 状态 ， 然 后 到 达 尺 处 开始 
进入 分 歧 点 集 内 ， 狗 又 处 于 不 稳定 状态 ， 因 子 变 化 到 达 忆 局 
时 ，zs 从 底 叶 突然 跳 到 顶 叶 ， 然 后 在 za 又 处 于 进攻 的 稳定 
态 。 

士 述 狗 的 行为 齐 曼 的 几何 表示 见 图 4.33 和 图 4.34。 

在 图 1.33 中 ， 路 径 1 和 3 分 别 表示 愤 怒 或 如 惧 单独 增加 
时 的 清楚 效应 ， 逃 跑 或 咬 人 ; 路 径 3 和 4 分别 表示 愤怒 和 芍 
惧 同 时 增加 时 的 双重 含糊 效应 可 能 攻击 也 可 能 逃跑 。 我 们 
也 发 现 尖 点 型 突变 的 另外 两 个 典型 性 质 ， 突 跳 和 谐 后 , 例如 ， 
若 狗 首先 被 惊吓 而 后 被 激怒 ， 它 不 会 逐步 变 到 有 较 多 的 攻击 
性 。 较 为 可 能 的 是 它 仍然 其 缩 不 前 而 后 突然 改变 为 攻击 性 的 
穴 态 ， 如 果 这 个 变化 把 它 沿 着 行为 轴线 引 到 足够 远 处 ， 其 结 
果 将 是 一 个 真正 的 攻击 。 而 很 少 可 能 给 予 警告 ， 从 而 看 到 了 
突 跌 ， 最 后 ， 一 瑟 狗 处 于 攻击 的 意识 状态 它 将 趋 于 维持 ， 这 
样 ， 即 使 愤 怒 已 有 所 减少 ， 我 们 还 是 能 观察 到 滞后 现象 的 
《请 参看 图 4.28) 。 

2. 决策 

如 果 突 变 理 论 在 社会 现象 中 ,仅仅 用 于 说 明 狗 的 行为 ， 
那 就 不 值得 什么 称道 了 ， 我 们 现在 由 狗 转 到 人 的 行为 ， 决 策 
就 是 一 例 。 关 于 决策 ， 齐 曼 研 究 了 一 个 特殊 的 例子 ， 即 与 一 
个 敢 对 国家 冲突 的 一 个 国家 政府 ， 可 以 用 “战争 的 代价 ”与 
“威胁 2 来 解释 “成 和 争 ?”” 与“ 和平” 之 间 的 抉择 ， 我们 知 
道 ， 廊 谓 “抉择 >” ， 也 战 是 决策 。 

我 们 了 事 威 肋 和 代价 作为 控制 变量 ， 这 里 所 谓 代 价 ， 包 括 
例如 国内 政治 稳定 局 面 的 丧失 。 和 军事 行动 的 实际 财政 开 文 
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图 433 独 对 愤 训 和 恕 惯 的 反应 (1 》 


等 ;威胁 的 意义 是 通常 下 的 意义 。 状 态 变量 仍 是 所 采取 的 政 
策 的 类 型 ， 其 范围 很 广泛 ， 如 从 很 有 攻击 性 的 政策 到 消极 的 
政策 (如 相互 宣传 等 )， 西 方 国家 形象 地 称 前 者 为 座 派 ， 称 后 
者 为 锣 派 ， 因 为 有 两 种 控制 变量 ， 一 个 状态 变量 ， 故 可 用 尖 
点 型 突变 来 拟 合 ， 象 齐 曼 用 几何 图 形 来 描绘 狗 的 行为 一 样 ， 
我 们 现在 画 出 一 个 尖 点 ， 并 来 观察 这 个 模型 能 提示 些 什 么 
《图 4.35) ， 我 们 只 画 出 控制 平面 ， 其 中 贺 点 表示 跳 胜 之 
处 。 
路 径 1 代表 一 个 国家 开始 的 谈判 是 威胁 在 增加 而 代价 是 
低 和 的 ， 从 而 采取 攻击 性 的 突 态 ， 或 者 如 果 战争 已 在 进行 ， 它 
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图 4.34 ” 狗 对 读 乱 和 候 广 的 反应 (2 ) 


= me 





1 2 
图 4.55 一 个 政府 对 威 当 和 代价 的 反应 ， 


将 倾向 于 把 战争 升级 。 即 使 代价 开始 增高 ， 这 种 政策 还 会 继 
续 下 去 。 若 代价 增高 到 超过 一 个 确定 的 限制 ， 而 威胁 大 至 不 
变 ， 则 有 可 能 突然 转变 到 一 个 较 少 攻击 人 性 的 地 位 ， 真 实 的 意 
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图 将 其 退出 冲突 。 这 是 一 个 突变 ， 如 美国 介入 越南 多 历史 ， 
包括 未 能 对 西贡 的 最 后 一 次 进攻 作出 反应 而 导致 西贡 陷落 ， 
便 是 这 种 性 态 的 一 个 例子 。 

另 一 方 而 ， 路 径 2 代表 一 个 国家 开始 认为 代价 高 而 威 
伪 小 。 因 此 它 力 贺 避 免 介 入 ， 它 将 保持 这 个 政策 即使 置 相当 
大 的 风险 。 但 若 威 胁 变 得 太 大 ， 则 有 可 能 发 咎 突变 ， 即 突然 
地 转变 到 一 个 较 有 攻击 性 的 政策 ， 且 这 甚至 能 导致 始 料 不 及 
的 宜 战 、 例 如 ， 使 德国 作出 决定 于 1919 年 入 侵 比 利 时 和 1939 
年 入 侵 波 兰 的 一 个 主要 原因 是 ， 无 论 那 一 次 英国 都 没有 事先 
采取 行动 使 德国 人 有 理由 相信 英国 会 参加 战争 ， 或 者 英国 一 
皇 参 战 ， 便 会 不 顾 极 大 的 代价 而 继续 战争 到 底 。 

路 径 3 和 4 代表 对 形势 有 大 致 相同 的 估计 的 两 个 国 穿 ， 
但 它们 却 采取 完全 不 同 的 政策 。 造 成 这 种 不 一 致 行为 的 理由 
是 当代 价 和 威胁 同时 增加 时 ， 丰 在 着 保持 与 开始 时 同样 的 灾 
态 的 趋势 ， 这 种 性 态 的 一 个 例子 是 1962 年 古巴 导弹 危急 ， 关 
国 并 始 时 就 有 攻击 性 并 保持 始终 。 ”入 

这 个 模型 阐明 了 在 这 些 情况 下 所 需要 的 外 交手 段 ， 如 果 
当时 美国 人 以 入 侵 古 巴 相 威 胁 使 苏联 感到 威胁 明显 地 增长 ， 
则 将 会 有 灾难 性 的 结果 ， 因 为 苏联 人 可 能 会 到 达 平衡 曲面 的 
边 系 而 进入 上 叶 。 

3， 妥 协 

在 以 上 的 例 示 中 ， 对 一 个 严重 问题 的 反应 是 沿 着 一 个 或 
另 一 个 方向 采取 强烈 的 行动 ， 而 中 间 态 度 则 因 尖 点 型 突变 的 
不 剖 达 性 而 被 阻 断 ， 然 而 ， 在 许多 冲突 的 实例 中 ， 足 管 有 强 
烈 冲 突 的 环境 ， 却 达成 了 妥协 ， 对 这 些 情 况 ， 尖 点 型 突变 是 
难 惧 描述 的 ， 故 试用 蝴蝶 型 突变 来 拟 合 。 
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如 第 三 章 初等 突变 表 所 列 ， 贿 网 型 突变 也 只 有 一 个 状态 
变量 ,我 们 仍 取 之 为 政策 的 种 类 ， 但 它 有 四 个 控制 变量 ,我 们 
选择 威胁 和 代价 作为 正则 部 分 平面 中 相互 冲突 的 变量 。 妥 协 
将 由 中 叶 上 的 点 来 代表 ， 用 我 们 相信 使 妥协 成 为 可 能 的 任 
一 主要 因素 作为 蝴蝶 因子 ， 例 如 ， 车 冲突 持续 时 间 足 够 长 而 
哪 一 方 都 未 能 取胜 ， 则 可 能 会 出 现 某 种 妥协 趋势 ， 那 么 ， 我 
们 就 可 以 取 时 间 为 蝴蝶 因子 。 至 于 偏 做 因子 ， 我 们 喜 以 简单 
地 把 它 理解 成 通常 意义 下 的 偏 全， 即 与 另 一 个 政府 相 比 时 ， 
某 个 政府 对 威胁 和 代价 的 反应 程度 的 或 多 或 少 的 倾向 性 。 于 
是 政府 的 改组 就 可 能 导致 偏 简 因子 的 变化 。 也 可 以 选择 其 他 
变量 作为 偏 傅 因子 ， 如 齐 曼 等 人 取 偏 倚 因 子 无 懈 可 击 。 

我 们 以 图 1.36 为 基础 来 观察 这 一 过 程 。 开 始 时 (未 在 图 
中 画 出 ) ， 贿 时 因子 是 正 的 ， 故 实际 上 是 一 个 尖 点 突变 、 发 . 
生 的 情况 与 前 一 个 模型 也 很 相似 。 我 们 假定 争端 尚未 以 某 种 
方式 定局 ， 造 成 紧张 的 原因 依然 存在 。 随 着 时 间 的 推移 ， 蝴 
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图 4.36 ”达成 妥协 困难 
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妆 四 子 变 成 负 的 ， 于 是 中 叶 出 现 了 。 只 要 威胁 与 代价 之 间 的 
症 舌 并 不 过 分 地 偏向 于 一 边 ， 妥 协 就 是 可 能 的 。 中 叶 也 变 得 
越 来 趣 宽 ， 故 随 着 时 间 的 推 攻 ， 妥 协 永 那 么 脆弱 了 虽然 还 
有 其 他 变量 的 过 分 变化 而 使 它 有 被 破坏 的 危险 。 
” ”这样 一 来 ， 如 象 我 们 原来 希望 的 那样 ， 贿 蝶 突 变 的 两 个 
附 知 因子 使 得 我 们 可 以 应 用 我 们 的 决策 模型 处 理 比较 复杂 的 
情况 。 这 个 推广 了 的 模型 ， 除 了 提供 过 程 的 一 幅 有 条 理 的 贸 
象 外 ， 它 至 少 还 有 一 个 始 料 不 及 的 特点 。 因 此 可 能 更 为 有 
超 ， 图 4.30 中 标 出 的 两 条 路 径 是 某 一 个 国家 的 可 能 控制 轨 
迹 ， 该 国 起 初 采取 唐 派 玖 态 (攻击 性 政策 ) ， 而 后 则 发 现 冲 
突 的 代价 大 为 增高 。 如 果 民 价 的 增高 出 现在 相对 较 早 的 阶 
段 ， 则 会 遵循 路 径 1 ， 在 4 点 将 由 鹰 狗 变态 转 为 妥协 。 这 一 
政策 的 改变 并 非 很 富 于 戏剧 性 的 ， 天 为 我 们 很 接近 于 政策 连 
续 改 变 的 区 域 。 如 果 代 价 的 增高 只 是 在 危险 的 水 玉 已 达到 帘 
得 多 以 大 才 出 现 ， 则 其 结果 是 很 不 相同 的 ， 如 席 径 2 所 表示 
的 那样 ， 这 次 在 到 达 B 点 时 政策 才 有 值得 注意 的 改变 ， 尔 后 
座 捧 姿态 并 不 为 妥协 姿态 所 取代 ， 而 是 为 铝 派 姿态 所 取代 。 
而 按照 我 们 的 模型 ， 一 旦 情况 变 得 足够 严重 ， 爱 协 姿 态 是 存 
在 的 ， 但 是 不 可 达 的 《请 参阅 第 三 章 图 3.10)〉。 

这 个 预测 主要 是 根据 理想 滞后 惯例 ， 它 把 系统 保持 在 雇 
派 的 极 小 值 ， 而 妥协 时 隐 时 更 ， 故 我 们 要 问 这 个 惯例 是 否 会 
用 ? 为 此 ， 可 以 考虑 这 对 我 们 试图 模拟 的 系统 意味 着 什么 ， 
我 们 正在 研究 一 个 国家 的 政府 ， 假 定 它 正 以 自己 对 威胁 和 代 
价 的 估计 ， 以 及 带 着 它 自 己 的 偏见 和 成 见 ， 试 图 确定 它 要 
循 的 最 优 政 策 ， 理 想 灌 后 惯例 指出 系统 将 停留 在 一 个 较 小 的 
局 部 极 小 值 处 直到 这 个 极 小 值 消失, : 基 使 还 有 一 个 较 小 的 
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极 小 值 亦 然 ， 用 模型 的 语言 来 说 ， 就 号 吏 府 戏 形势 改变 所 作 
-出 的 反应 只 是 政策 上 的 小 变动 ， 即 使 在 政策 上 作 较 为 决定 性 
的 改变 就 可 以 达到 按 自己 的 标准 更 为 可 取 的 处 境 ， 它 也 不 会 
那样 做 ， 除 非 它 发 现 自己 的 处 境 已 完全 不 能 维持 下 去 了 。 

四 此， 我 们 的 模型 指出 ， 在 某 种 环境 下 ， 一 个 缺乏 远见 

- 的 政府 也 许 不 能 达成 较 明 智 的 政治 罕有 可 能 达成 的 那 种 肌 
协 ， 这 一 点 从 前 也 有 人 想到 过 ， 因 而 它 并 不 是 一 种 新 的 预 
测 ， 但 它 却 是 未 被 明显 地 候 入 到 模型 中 的 一 种 预测 。 

如 果 这 个 模型 是 正确 的 ， 才 好 还 有 许多 别 的 惯例 可 以 用 
来 代替 理想 小 后 惯例 。 例 如 麦克 斯 书 尔 惯例 ， 根 据 这 个 惯 
例 ， 系 统 将 寻找 势 函数 的 全 局 极 小 值 。 在 我 们 药 模 型 中 ， 这 
相应 于 一 个 有 想象 力 的 政府 ， 它 能 够 抓 住 改变 政策 的 有 利 时 
机 ， 并 有 实现 这 种 改变 的 信心 和 政治 手段 。 这 个 期 望 也 许 是 
过 高 了 了， 但 转 为 现实 的 可 供 选 择 的 惯例 也 可 能 是 非 理想 沾 
后 ， 具 有 这 种 惯例 的 政府 也 许 不 会 立即 采取 更 好 的 政策 ， 但 
至 少 不 会 等 待 到 没有 选择 的 余地 时 才 做 。 

另 一 种 可 能 是 ， 政 府 或 若干 有 关 人 员 偏爱 某 种 政策 ， 因 
而 才 倾向 于 采用 这 些 政策 ， 这 种 类 型 的 行为 ， 即 在 稳定 状态 
之 闻 的 选择 是 根据 在 系统 之 内 但 在 模型 之 外 的 标准 作出 ， 不 
能 想象 可 在 简单 系统 中 过 到 ， 而 更 有 可 能 会 在 高 度 复杂 的 系 
统 如 大 脑 ) 中 过 到 ， 共 中 包含 着 相 瑟 作用 的 子 系 统 。 

最 后 ， 稳 定 状 态 的 选择 可 由 某 些 完全 在 系统 之 外 的 因素 
作出 ， 如 设想 一 支 维护 和 平 的 力量 被 派 去 迫使 交战 双方 停止 
敌对 行动 ， 这 样 的 例子 在 世界 上 并 不 少见 ， 这 个 模型 预测 ， 
设 控制 轨迹 在 中 叶 下 的 区 域 中 《〈 即 设 召 一方 考虑 威胁 和 成 本 
都 不 太 过 分 ) ， 仲 塘 人 可 以 在 短期 太后 放心 地 撤离 。 如 果 情 
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况 并 非 如 此 ， 一 旦 他 们 离开， 停战 就 会 被 破坏 。 

:利用 突变 理论 可 以 描述 的 社会 突变 现象 还 有 很 多 ， 如 可 
以 用 尖 点 型 突变 描述 的 ， 用 “经 济 收益 与“ 人口 密 度 ” 来 
解释 古代 某 些 城市 的 突然 兴亡 ， 从 心理 学 上 提高 儿童 的 学 习 
兴趣 ， 也 可 以 用 犯人 的 “紧张 心理 ”和 “孤独 感 ” 的 变化 来 
解释 监狱 中 的 暴乱 与 平静 局 面 的 出 现 。 周 外 还 有 人 用 突变 理 
论 在 心理 范围 内 研究 诸如 爱 和 根 的 突变 现象 ， 预 测 股票 市 场 
因 投 机 因素 的 影响 是 否 会 出 现 股票 突然 崩溃 ， 蜜 蜂 的 社会 行 
为 ;大 都 市 模型 及 城市 发 展 模式 的 选 拌 等 等 ， 不 一 而 足 。 

”研究 了 突变 理论 在 社会 科学 中 应 用 例子 以 后 ， 我 们 发 现 
突变 理论 在 社会 科学 中 所 提供 的 应 用 ， 首 先是 比喻 ， 虽 然 有 
时 根 难 使 人 相信 它 的 真实 价值 ， 然 而 ， 重 要 的 是 要 注意 突变 
理论 提供 的 决 不 仅仅 是 比喻 ， 第 一 ， 突 变 理论 中 的 那些 曲面 
并 非 随意 画 成 ， 也 不 是 用 来 拟 合 特殊 情况 的 经 验 结构 。 相 反 
了 地， 它们 是 在 力求 简单 和 结构 稳定 的 基础 上 选取 的 ， 我 们 不 
能 肯定 突变 理论 可 用 于 任何 个 别 的 情况 ， 但 它 是 一 种 有 用 的 
工作 假设 ， 第 二 ， 突 变 理 论 在 社会 科学 方面 所 提供 的 基本 上 
是 一 种 启发 式 的 模型 ， 它 的 优点 在 于 它 总 是 把 发 生 其 他 变化 
的 可 能 性 提示 给 社会 科学 家 们 ， 因 为 突变 模 型 中 ， 这 些 变 
化 篷 贡 为 一 个 整体 的 各 个 侧面 出 现 的 。 这 种 模型 无 疑 会 使 人 
们 加 深思 考 ， 从 而 达到 人 解释， 预见 ， 进 而 预防 ， 控 制 某 些 突 
变现 象 的 发 生 。 

:我们 来 浅 谈 一 下 预见 突变 的 基本 方法 ， 在 第 三 章 我 们 介 
绍 了 七 种 典型 突变 ， 我 们 可 以 把 各 种 突变 现象 按照 典型 突变 
加 以 分 类 ， 如 果 两 个 突变 现象 同属 一 类 ， 它 们 之 间 就 有 某 种 
闪 森 联系 ; 记 果 其 中 一 个 典型 窒 变 表现 出 某 一 特征 , 人 们 就 有 
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理由 期 望 另 一 个 非典 型 的 突变 也 具有 此 特征 性 质 ， 并 且 将 要 
表现 出 这 一 特征 。 当 然 我 们 还 可 以 据 此 而 预言 ， 某 些 其 他 类 
型 的 突变 不 可 能 出 现 ， 这 就 是 预见 突变 的 基本 方法 。 

那么 如 何 判断 一 个 没有 数学 描述 可 言 的 非典 型 的 突变 芋 
属于 那 一 类 突变 呢 ? 第 二 章 里 我 们 已 经 说 过 ， 人 脑 可 以 利 让 
拓扑 变换 把 大 部 分 生物 加 以 分 类 ， 类 似 的 理论 可 以 解释 为 什 
么 人 上 脑 能 识别 儿 乎 所 有 的 人 形 ， 而 不 致 于 错 把 人 看 成 是 其 他 
的 东西 ， 人 脑 能 够 把 各 种 特殊 的 人 体形 态 经 过 拓扑 变换 〈 胶 
皮膜 变形 ) 还 原 成 一 标准 的 、 典 型 的 人 形 ， 一 个 梳 念 中 的 人 
形 。 但 是 社会 科学 领域 中 的 许多 突变 现象 根本 不 能 形象 地 
画 在 一 张 胶皮 膜 上 让 我 们 变 成 典型 突变 ， 例 如 社会 驶 大 、 战 
争 、 危 机 等 等 。 突 变 这 个 词 不 是 指 微小 的 波动 〈 对 微小 波动 
的 研究 是 概率 论 的 任务 )， 而 是 指 巨大 的 ,有 决定 意义 的 突然 
变动 ， 造 成 这 一 变动 的 原因 不 应 当 用 某 些 偶然 因素 来 解释 。 
这 是 突变 理论 的 基本 思想 之 一 、 既 然 是 巨大 而 突然 的 变动 ， 
其 特征 一 定 是 极其 明显 的 。 明 显 到 无 需 乎 任何 详细 的 定量 分 
析 ， 单 任 人 的 体验 就 能 感受 到 并 且 留 下 深刻 的 印象 。 不 仅 如 
此 ， 人 脑 敏锐 的 感知 能 力 还 能 分 辨 出 突变 的 一 些 具体 特征 ， 
如 第 三 章 已 说 过 的 ， 突 变 的 原因 消失 之 后 ， 突 变 的 结果 仍 会 
持续 ， 要 想 做 一 次 道 向 的 突变 就 需要 比 原 有 突变 更 强烈 的 动 
因 ， 我 们 知道 ， 这 叫做 “滞后 ”， 有 些 突变 现象 是 不 可 重复 
的 ， 我 们 说 过 ， 这 叫 “发 散 ” ， 此 外 还 有 “ 双 模 态 ”、“ 不 
可 达 性 ”等 等 ， 人 们 可 以 按照 所 体验 到 的 那些 特征 把 突变 现 
象 归 入 到 某 一 个 类 中 去 ， 只 要 该 类 的 典型 突变 也 具有 这 些 特 
征 ， 这 是 一 种 类 比 的 方法 。 这 是 一 种 假设 ,一 种 很 强 的 假 
设 ， 芝 赁 着 几 个 感觉 上 的 特征 就 假定 这 个 突变 现象 具有 与 某 
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一 并 型 突变 相似 的 数学 模型 。 由 于 使 用 了 类 比方 法 ， 使 完 变 
至 褒 因此 而 获得 了 远 比 其 他 孝 学 方法 广 沁 得 多 和 有 希 训 得 多 
的 双 份 的 应 用 价位 ， 即 在 自然 科学 和 社会 科学 领域 中 都 能 应 
用 的 价值 。 


3 4.10 入 灾 理 沦 在 经 济 计策 中 的 
”应 骨 


经 济 决策 过 程 虽然 很 复杂 ， 但 是 一 个 有 远见 卓识 的 或 有 
经 验 的 决策 者 所 需要 考虑 的 不 是 那些 因素 众多 、 头 绪 纷 乱 的 
尘 始 情况 ， 而 是 在 信息 与 预测 的 基础 上 ， 特 别 是 在 图 4.37 所 
， 示 典型 信息 分 布 曲线 的 基础 上 作出 初步 决策 ， 然 后 再 进行 局 
部 修正 或 者 说 对 各 次 要 因素 所 占 的 出 重 荆 矛 一 个 相应 的 权重 
系数 ， 用 以 表示 该 因素 对 决策 过 程 所 占 重要 性 大 小 的 度量 。 
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下 面 将 从 图 .37(c) 的 分 级 信息 分 布 和 突变 理 论 来 讨论 
经 济 决策 过 程 和 建立 决策 的 动态 模型 。 

-图 1.37 是 将 瞬息 万 变 、 种 类 繁多 的 信息 (是 经 济 的 信 
息 ) 归结 为 二 种 类 型 :图 4.37 中 的 (a) 为 趾 心 型 单 峰值 分 
el 4b) 为 平滑 的 过 渡 弄 宽带 分 布 ，(c) 为 分 级 双 上 峰值 分 布 。 
这 二 种 分 布 可 以 通过 概率 分 布 函数 进 行 讨 算 ， 在 计算 时 可 以 
根据 具体 情况 作 一 些 简 化 、 假 设 。 例 如 ， 党 信息 所 包涵 的 实 

际 内 容 中 社会 奥 论 或 对 某 种 玫 策 的 支持 和 反对 态 发， 或 者 对 
本 一 次 源 开发 利 腊 的 猴 帮 与 反对 意见 ， 或 者 某 种 产 避 投放 市 
场 后 用 户 所 持 的 态 尊 是 欢迎 还 是 不 欢迎 ， 等 等 。 这 由 鬼 可 以 
假定 个 人 意见 的 改变 随 背 持 相反 意见 人 数 的 增多 而 其 强 ， 中 
着 持 相 同意 见 人 数 的 增多 而 减弱 ， 社 会 形势 可 以 促进 或 阻 下 
某 种 意见 沟 变 华 ， 妆 然 还 可 以 著 虑 各 种 外 求 影 响 ， 经 过 大 芋 
统计 资料 多 分 析 ， 可 以 假定 信息 的 概率 服从 指数 规律 ， 估 此 
可 以 计算 出 具体 的 分 布 山 线形 状 。 

四 为 图 1.37 (c) 可 以 代 宕 任何 两 种 对 立 的 信息 ， 例 如 在 
战争 环境 下 的 座 派 与 蚤 派 ， 投 资 与 反对 投资 ,进攻 与 退却 ， 
风险 与 保守 等 等 。 现 在 把 它们 当 作 决策 过 程 中 的 控制 因子 ， 
显然 图 1.37(c) 有 两 个 对 立 的 或 相互 冲突 的 控制 因子 , 分 别 用 
3 与 表示， 那么 决策 结果 作为 状态 变量 ， 在 最 简单 的 情况 
下 ， 图 437(c) 的 决策 就 归结 为 单 变量 的 两 个 参数 ( 四 决策 
过 程 ， 它 可 以 用 一 面 一 个 十 分 简单 的 势 重 数 表示 : 

V(r) 一 2 二 WE 十 92 

当 控 制 因子 4 与 ?连续 变化 时 ,V2) 就 代表 了 状态 变 员 
所 经 历 的 轨迹 。 它 是 一 个 形状 特殊 的 曲面 ， 图 4.38 就 是 在 
与 ?变化 时 画 出 的 ， 曲 面 有 一 个 折 选 部 分 ， 它 在 v 与 ” 控制 平 
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面 上 的 投影 称 作 分 支 集 ， 将 4-? 控 制 平面 分 为 两 个 不 同 的 区 
域 ， 分 支 集 内 部 与 折 迁 曲面 相对 应 ， 分 支 集 外 部 与 状态 曲面 
的 项 时 、 底 叶 相 对 应 。 现 在 来 说 明 图 4.38 在 决策 过 程 中 的 具 
体 意 义 。 





图 4.33 


.以 投资 的 决策 为 例 ， 这 时 相互 对 立 的 控制 变量 w 与 和 分 
别 代表 “风险 或 代价 ”及 “ 获 利 或 效益 >” ， 而 状态 变 量 2 出 
代表 了 决策 结果 。 按 照 通常 的 情况 ， 对 某 一 投资 所 作 的 决策 
可 巡 成 三 种 结果 ， 积 极 投资 ， 拒 绝 投资 ， 中 立 ( 犹 琼 不 决 )。 
现在 分 析 一 下 “代价 ” “与 “效益 > 在 连续 变化 过 各 中 决 
策 的 变化 情形 ， 分 下 面 三 种 情况 ， 

1， 代 价 很 低 而 效益 较 高 。 决 策 者 很 容易 作出 “积极 投 
资 ? 的 决策 ， 因 为 在 这 种 情况 下 可 以 用 很 低 的 代价 获取 很 高 
的 效益 ， 因 此 在 图 438 中 决策 过 程 由 路 径 I 表 示 , 它 在 控制 平 
面 .H 的 投影 曲线 为 1 。 随 着 市 场 形势 的 发 展 变化 ， 为 获取 较 
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高 的 效益 将 要 付出 您 来 愈 高 的 代价 ， 这 时 路 径 1 将 沿 着 空间 
曲面 的 顶 叶 向 折 选 曲线 边缘 移动 ， 到 达 4 点 时 发 后 罕 跳 ， 进 
入 底 叶 曲面 ， 这 表示 从 积极 投资 到 停止 继续 投资 的 决策 转 
变 。 倘 若 此 后 出 现 效益 回升 而 代价 降低 的 趋势 或 新 情况 ， 决 
策 者 必然 对 投资 重新 表现 出 热情 ， 不 过 他 需要 一 定 的 时 间 来 
调查 经 济 市 场 的 形势 并 谨 债 、 缓 慢 地 向 新 的 投资 过 渡 , 在 
图 4.38 中 就 相当 于 路 径 1 在 底 叶 沿 BC 方 向 移动 ， 一 旦 越过 
折 迭 曲面 的 边缘 后 ， 就 会 突 跳 到 顶 时 ， 这 就 是 表示 新 的 投资 
决策 。 
2， 代 价 很 高 而 效益 较 低 。 在 这 种 情况 之 下 ， 整 个 决策 
过 程 将 按照 路 径 I 进行 。 起 初 在 空间 状态 曲面 上 从 0 点 出 发 
的 决策 沿 上 路径 工 进入 底 叶 ,表示 决策 者 持 保守 的 态度 ,不 愿意 
骨 很 大 风险 去 获得 其 微 的 效益 ， 也 就 是 说 决策 的 结果 是 拒绝 
投资 。 随 着 经 济 形势 的 发 展 ， 决 策 会 发 现 ， 一 旦 出 现 新 的 转 
机 ， 即 代价 降低 而 效益 提高 的 形势 ， 决 策 者 的 远见 卓识 将 保 
证 决策 过 程 沿 曲线 下 从 底 叶 疝 折 迭 曲 而 边缘 推进 ， 到 达 万 点 
时 发 生 突 变 ， 路 径 突 跳 到 顶 叶 的 万 点 ， 这 表示 从 拒绝 投资 转 
变 为 积极 投资 的 决策 。 如 果 形 势 不 变 ， 则 投资 的 政策 就 继续 
保持 ， 否 则 就 沿 PE 路 径 变 化 。 

3， 代 价 与 效益 对 等 。 当 然 这 早 所 谓 对 等 的 意思 是 代价 
与 效益 都 不 具有 明显 的 优势 。 决 策 者 必定 处 于 狐 琼 不 决 的 状 
态 ， 持 中 立 态 度 ， 等 待 形势 的 发 展 ， 以 使 情况 明朗 化 。 这 种 
状态 不 能 用 图 4.38 的 模型 来 解释 ， 因 为 中 叶 折 选 曲面 是 不 可 
达 的 。 这 个 模型 是 以 图 437 (c) 的 分 级 信息 分 布 为 基础 的 ， 
不 可 能 有 中 间 状 态 。 可 见 ， 为 了 描述 中 间 状 态 ， 还 需要 对 模 
型 作 一 些 修改 。 
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首先， 需要 引入 一 个 新 的 控制 因素 来 衡量 代价 与 效益 之 
于 微小 的 区 别 或 偏 居 程度 。 即 使 是 对 等 的 情况 ， 对 不 同 决策 
考 末 说 。 李 总 有 一 定 的 倾向 性 ， 或 者 对 代价 估计 较 高 : 或 者 
对 效益 估计 过 高 ， 引入 偏 集 因 子 正好 能 反 岗 这 个 稍 况 ， 偏 人 乔 
因 妇 用 琴 表 示 。 

,其 次 。 中立 态度 的 建立 或 丧失 都 与 时 间 有 关 。 代 价 与 北 
亲 平 倾 的 局 曾 只 能 靠 时 间 的 推 延 而 变化 ， 一 般 说 来 ， 经 过 一 
段 时 间 就 可 以 观察 到 代价 与 效益 之 间 出 现 的 变化 ， 如 朵 没有 
恋人 化， 中立 态度 则 可 以 维持 。 因 此 ， 时 间 : 也 是 一 个 控制 谈 
量 ， 而 决策 结果 仍 为 三 种 不 同情 况 。 与 前 芍 的 模 更 不 下， 现 
在 考虑 到 中 立 状态 的 模型 是 增加 两 个 新 参量 ， 模 型 的 空间 曲 
面 忠 瑰 了 第 三 时， 其 激 学 天 示 址 如 下 : : 

VR) = ft 二 2 

i 对 给 定 的 +、 w、4 和 0 值 ， 林 以 画 出 F(z) 的 空间 状态 乾 

而 ; :如 图 和 439 所 示 。 
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当代 价 与 效益 的 平衡 并 不 明显 地 偏向 某 一 方面 时 ， 中 立 
情况 是 可 以 出 现 和 维持 的 ， 中 时 曲面 代表 中 立 状态 。 根 据 已 
获得 的 信息 和 由 此 作出 的 预测 ， 可 以 对 坟 w 和 ， 这 四 个 参 
数 进行 统计 学 的 计算 ， 从 而 画 出 模型 的 具体 几何 形 状 。 

从 图 139 可知 ， 当 代价 的 增长 在 经 济 形势 的 初期 出 现 
时 ， 决 策 轨迹 如 路 径 1 所 示 ， 在 与 分 支 集 效 线 的 交点 4 处 发 
生 决 策 的 转变 ， 众 极 的 投资 转变 为 维持 最 低 限度 的 投资 ， 
这 相当 于 决策 迹 线 从 顶 叶 跳 变 到 中 叶 ， 说 明 这 时 的 政策 是 中 
立 的 ， 维 持 现状 的 政策 ， 当 代价 的 增长 出 现在 较 晚 圳 ， 则 决 
策 遵 循 图 4.39 沾 工 (0 的 路 径 ， 在 人 @ 点 发 生 决策 转变 ， 从 积极 
投资 转变 到 中 止 投资 ， 这 又 与 图 4.38 相 他 。 

显然 图 1.39 的 模型 比 图 4.38 要 复杂 ， 它 的 这 制 变量 有 了 四 
个 ， 状 态 变量 仍 是 一 个 ， 这 一 模型 能 适应 范围 很 广 的 各 种 次 
策 过 程 。 | : 

这 个 模型 还 有 两 个 值得 特别 注意 的 特点 ， 这 就 是 滞后 与 
发 散 ， 分 别 示 于 周 &40 和 图 141。 沸 后 说 明 从 次 策 4 转变 为 
决策 B 与 从 决策 有 转变 到 决策 4 并 不 沿 同一 路 从 实 现 。 例 如 宛 





品 价格 的 调整， 车 某 一 商品 升 价 ， 它 可 能 影响 有 关 商 总 也 调 
整 价 格 ， 当 该 商品 再 降低 请， 其 他 升 价 或 调价 的 商 只 不 会 随 
之 也 调价 ， 即 便 如 此 ， 也 需要 经 过 一 段 时 间 。 

其 次 是 发 散 特 点 ， 这 与 决策 者 的 个 大 因素， 提供 的 信息 
与 预测 ， 以 及 背景 情况 和 初始 形势 等 有 关 ， 发 散 说 明 在 条 件 
基本 相同 时 ， 两 个 不 同 的 决策 者 可 能 作出 完全 相反 的 决策 ， 
也 就 是 说 从 状态 曲面 上 0 点 出 发 的 两 条 相互 靠近 的 决策 路 径 
在 折 迭 曲面 尖顶 史 处 分 叉 ， 路 径 工 进入 项 时 ， 而 路 径 工 进入 
寡 时 ， 分 别 代 表 对 立 的 决策 结果 。 

如 果 将 投资 的 例子 改换 成 关于 战争 的 决策 或 关于 其 他 政 
策 制定 的 决策 ， 也 同样 有 上 面 讨论 的 三 种 基本 情况 ， 感 兴趣 
的 读者 可 以 在 这 些 方面 进行 研究 。 

从 咸 开光 交 本 们 人 小 各 全 公民 痪 湖 机 的 现代 大 冤 天光 
在 社会 经 济 系统 中 应 用 的 成 功 的 一 例 。 

在 社会 经 济 系统 分 析 中 ，. 建 立 突变 模型 通常 是 比较 困难 
的 ， 主 要 难点 在 于 不 易 建 立 一 个 高 次 方程 。 准 确 地 描述 客观 
带 物 的 发 展 。 社 会 经 济 系统 是 大 量 随 机 变量 和 随机 过 程 的 综 
合 ， 通 常 只 能 用 统计 方法 建 模 。 这 里 采用 这 两 种 方法 的 特 
点 ， 综 合 解决 突变 理论 建 模 的 问题 。 

首先 ， 对 尖 点 型 突变 模型 作 加 下 的 改造 ， 

. (+p +I=0 

P= Pa) 
f=, Tr, -) 
, = f(r, dd) 
。 当 网 定 某 -ea 值 时 ，P(a) 也 随 之 得 到 图 定 。 于 是 ， 状 坊 
变量 y 为 g 的 函数 。 函 数 的 图 形 在 此 略 。 


0 本。 


(ys 一 9 和 (yy0) 称 为 分 歧 点 。9 之 0 称 为 临界 值 。 


由 (C1) 式 ， 令 
~ 
a 4 + 27 
分 歧 点 集 对 应 于 A =0， 此 时 ， 其 实 根 为 
到 A 
yy =a~ /9 
2 
y=a+2/_9. 
ta 
i 
Ys =o V -于 


2 


hh 2 9 
2 


突变 是 一 个 过 程 ， 当 9<0 增 加 到 9>0 并 夸 越 -9 和 7 临 
界 区 时 ， y 值 经 过 的 路 线 为 YY TY, Ya 到 称 为 双 模 态 
区 ， 一 如 为 跳 嫉 即 突变 。 当 9>0 减少 到 9<0 并 夸 越 9 和 
g 临界 区 时 ，y 值 经 过 的 路 线 为 ya 一 ga 一 ga->ya 为 双 模 态 
区 ，Ys 玉 为 跳跃 即 突变 。 
对 于 双 模 态 区 。 即 A<0 或 〈- 史 9 区 域 ，y 有 三 个 实数 
解 ， 即 
?= 如 一 23wv 请 Cos 
y=a~2 总 cos(6+ 120°) 
3= 避 一 3 SB cos(f +240°) 


oe 2 
S=, (- 宇 -) ,0 = -g-arc cos( 让) 
由 于 双 模 态 区 的 特性 不 易 掌 握 ， 所 以 对 于 实际 的 社会 经 
e e 121 。 





蘑 系 统 ， 我 们 宁愿 认为 突变 是 一 个 过 程 ， 吉 能 并 不 严格 遵循 
4 四 一 3 七 加 -ye 人 的 路 线 ， 写 为 处 一 下 名 或 名 一 全 办 斌 
能 更 为 确切 。 从 划 名 意义 上 看 ， 这 应 该 是 突变 概念 在 社会 经 
挤 领 域 拉 一 个 十 '“.。 称 为 广义 的 突变 概念 。 


+ a ‘3 a 
A 


2 


局 于 渐变 的 防 扩 、 
对 于 任 一 个 之 0 六 说 ， 从 一 悦 刀 或 从 一 下 ， 突 诺 


坊 度 均 为 4 4 7.。 


让 P=0 村 ,#4=0。 即 不 在 在 突变 。 因 此 ， 只 要 使 浴 制 
变量 P=0， 便 可 以 开 突变 。 

在 交通 问题 中 。 小 汽车 拥有 量 的 阮 测 是 一 个 十 分 敏 辣 的 
词 题 ,关系 到 交通 政策 的 全 请， 影响 长 远 交 通 发 展 规划 , 率 涉 
到 人 民 消 费 结构 和 到 家 经 济 发 展 。 这 里 面 要 提出 和 解决 的 问 
是 有 ，2) 是 否 必 然 存 在 小 汽车 购买 高 潮 ? 2) 如 果 存 在 的 话 ， 
在 什么 条 件 下 出 现 ? 出 现 的 势头 如 和 何 ? 3) 政策 的 影响 如 何 ? 

这 些 问 题 显然 必须 从 实际 调查 入 竹 ， 从 全 世界 各 国 已 经 
发 生 钓 情况 进行 分 析 。 采 用 “人 均 客 车 拥有 量 ” 作 为 状态 变 
量 y 〈 单 位 为 辆 / 千 人 ) 。 发 现 了 一 个 普 沪 的 。 几 乎 是 无 例外 
的 规律 ， 即 y =20， 人 均 鳃 民 收 入 达到 某 一 水 平时， 所 有 国 
家 都 出 现 一 个 购买 小 汽车 的 高 湖 ， 人 均 客 车 拥有 量 的 年 递增 - 
率 达 15% 至 30%。 高 潮 一 般 持 继 6 年 左右 ， 而 在 这 个 时 期 之 
外 ， 年 递增 率 很 少 有 超过 16% 的 ， 而 且 不 出 现 持 继 高 潮 的 特 
盘 。 所 以 ， 从 历史 的 眼光 来 看 ， 我 们 称 这 个 持 继 高 潮 期 为 突 


:6 124 » 





变 时 期 。 令 y4 “20, 9, 对 应 于 临 田 值 Cp，- 4); ys 对 应 于 临界 
值 (p,9)。 
对 于 尖 点 突变 模型 ， 对 突变 园 CTY 人 2% 或 Yo YY 
佬 期 ) 的 预报 模型 可 家 为 
(a~ y+p(a— 2 0 
2 = pla) 
9=9(0) 
qa= ftr, dd) 
其 中 ， 变 景 间 的 关系 为 


1 
= -5 (y+ Y2) 


Pp =- 8g 


9 二 -= 0025- ; 
根据 统计 分 析 ， 引 入 人 均 国 民 收 入 >《〈 单 位: 美元 /人 ) 
为 控制 变量 ，d 为 政策 控制 变量 。 
定义 - 
| 1 当 采 用 鼓励 发 展 小 汽车 的 交通 政策 
d= .0 当 采 用 自由 发 展 小 汽车 的 交通 政策 
.一 1 当 采 用 严格 限制 小 汽车 发 展 的 交通 政策 
采用 不 同 程度 的 鼓励 政策 用 d € (0, 1)。 出 如 ， 对 日 本 取 
d= 0.4， 西 德 取 4= 09 ( 西 德 之 所 以 采用 较 离 的 2 值 ， 是 高 速 
公路 基础 好 ， 修 建 速度 较 快 ， 可 祝 为 一 秀 鼓 翅 改 策 ) ， 瑞典 
取 2=0.75， 荷兰 取 必 = 0.25， 等 等 。- : 
对 于 采用 部 分 远 制 小 汽车 发 展 阁 繁 的 ， 可 从 d E( 一 1, 0) 
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范围 取 值 。 例 如 ， 比 利 时 取 = ~ 3.3， 东 德 取 4 = - ]。 
我 们 从 国外 几 十 个 国家 的 资料 中 获得 如 下 的 模 再 ， 
d= 0.0447788.7+ 19.1038:d 
与 实际 相 比 是 很 接近 的 。 这 样 ， 可 以 获得 小 汽车 发 展 高 潮 期 
的 通用 预报 模型 ， 

(0— DI~075(0 -2 4- +025(~20)=0 

= 0.0447788.7 + 19.1038.¢ 

上 式 有 许多 用 途 ， 这 里 指出 其 中 的 两 点 : 

1， 小 汽车 发 展 高 潮 期 及 其 幅 值 的 预测 。- 

若 某 国 某 年 的 人 均 国 民 收 入 ?为 已 知 ， 则 在 不 同 的 政策 
条 件 王 ， 前 三 年 达到 的 人 均 客 车 拥有 量 % 和 后 三 年 人 均 客 车 
拥有 量 y, 值 可 以 预测 ， 人 参见 表 1 . 

由 青 1 可 见 ， 如 果 采 取 严 格 的 小 汽车 控制 策略 《 取 《= 
-1)， 则 人 均 甸 民 收 入 在 1000 美 元 时 ， 小 汽车 虽 有 极 大 发 
展 ， 还 不 致 出 现 小 汽车 购买 高 潮 。 如 采取 部 分 控制 小 汽车 发 
展 政策 〈 取 d = - 0.4) ， 则 人 均 国 民 收 入 在 850 美元 时 ， 便 
会 出 现 小 汽车 购买 高 潮 《年 递增 率 持 继 保持 15% 以 上 〉。 如 
采用 某 种 鼓励 政策 ， 如 加 快 公路 的 修建 ， 有 效 降 低 汽车 能 耗 
等 (相当 于 d= 0.5)， 则 人 均 国民 收入 为 500 美 元 时 , 便 可 出 现 
小 汽车 购买 高 潮 。 小 汽车 高 潮 的 出 现 ,标志 郑 该 国 从 货 冯 为 主 
的 交通 体系 转化 为 以 客运 为 主 的 交通 体系 ， 公 路 运输 量 会 迅 
速 增 衣 ， 这 对 交通 发 展 规 划 来 说 ， 是 一 个 十 分 重要 的 阶段 。 

2. 政策 研究 

对 于 这 个 问题 的 尖 点 型 突变 模型 ， 实 际 上 是 势 函 数 

VW= (0D tp -D+ 
的 平衡 曲面 上 ， 对 应 于 分 此 点 集 的 一 个 三 维 区 域 。 而 如 (4)， 


» 24 。 





























小 汽车 发 展 高 潮 期 及 其 幅 值 预测 天 1 
人 均 国 民 | 交通 政策 | ys ( 辆 / | y ( 辆 / ”| 去 年 中 
| 年 递增 备注 
收入 委 于 人 ) 于 人 ) ， 论 (多 ) 
| 
| 0 20 27.9 57 | 
500 | +0.s 20 47.0 15 8 | 不 产生 突变 
| 十 1 20 65.1 £2.0 
i 人 上 
600 0 20 37.5 11.0 不 产生 突变 
| 十 1 20 ; 757 24.8 
| -1 二 二 AR 
700 0 20 47.0 15.3 | 不 产生 突变 
和 20 85.2 273 | 
本 二 一 - 一 i 2 
一 0.25 20 47.1 15.3 
309 | 0 | 20 566 18.9 ”| 不 产生 帘 变 
-一 | 




















% (只 两 条 莫 线 便 是 对 应 于 分 歧 点 一 9 和 9 的 ， 该 三 维 区 域 的 
边界 。 从 -9 经 过 阴影 区 达到 9， 称 为 突变 。 但 如 果 采 取 另 
外 的 路 线 ， 使 P= 0， 使 不 产生 突变 。 因 此 ， 我 们 称 之 为 不 产 
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生 罕 变 的 政策 临界 值 ， 记 为 %*。 按 本 节 的 模型 ， 可 以 求 得 对 
于 每 个 "， 避 开 突 变 计 采取 的 中， 见 表 2 
按 我 们 的 规定 yd = 一 + 妆 示 严格 的 限制 小 汽车 发 展 政策 。 
从 表 2 中 看 出 ， 当 人 均 国 民 收 入 "超过 850 美元 时 ， 从 政策 
上 完全 限制 小 汽车 的 发 展 是 不 可 能 的 ， 也 是 不 可 取 的 。 


政策 临界 值 ” 表 2 


本 
(美元 /入 ) A 


500 一 0.20 
600 一 个 ,45 
700 -一 0.70 
800 一 0.95 
850 一 1.08 
900 --1.20 
1000 一 1.45 


$4.11 突变 理论 在 探讨 体育 运动 
能 力 中 的 应 用 


在 体育 运动 中 ， 存 在 着 三 种 运动 变化 形式 ， 第 一 种 是 连 
继 变化 ， 第 二 种 是 不 连 继 变化 ， 第 三 种 是 介 于 连 继 变 化 和 不 
连续 变化 之 间 。 对 于 第 一 种 变化 过 程 ， 可 以 用 微分 方程 来 进 
行 描述 ， 对 于 第 二 种 变化 过 程 ， 可 以 用 概率 论 和 离散 数学 来 
解决 ， 对 于 第 三 种 变化 过 程 ， 即 不 能 用 微分 方程 来 措 述 ， 又 
人 类 变化 在 体育 科学 中 
是 经 常 磁 到 的 。 


。 i126 。 





运动 能 力 是 体育 科学 中 经 常 探讨 研究 的 一 个 问题 ， 它 主 
要 是 取决 于 身体 素质 和 运动 技术 两 方面 ， 必 备 什 么 样 的 身体 
素质 和 运动 技术 ， 才 有 利于 运动 能 力 的 发 展 ? 也 就 是 说 ， 能 
不 能 对 体育 运动 能 力 进行 定量 化 测定 ， 并 借助 一 定 的 数学 主 
具 ， 建 立体 育 运动 能 力 的 数学 模型 ? 

下 面 我 们 运用 突变 理论 来 分 析 体 育 运动 能 力 的 发 展 过 
程 。 假 定 系统 在 任何 时 刻 的 状态 才 可 完全 地 由 给 定 a 个 变量 
(zi zzy…yzo) 的 值 来 确定 ， 这 里 na 是 有 限 的 ， 而 且 系 统 又 受 
到 mw 个 独立 变量 (4,4 …, wo) 的 控制 , 即 这 些 变量 的 值 决定 
了 zi 的 值 ， 将 x 叫做 状态 变量 ，wi 内 做 控制 变量 。 如 果 把 身 
体 素质 和 运动 技术 看 作 两 个 控制 变量 ， 把 送 动能 力 看 作 状 态 
量 ， 就 可 以 建立 一 个 体育 运动 能 力 的 突变 模型 。 

在 突变 理论 中 ， 当 控制 变量 为 两 个 时 ， 最 简单 的 突变 模 
型 是 尖 点 型 ， 下 面 就 用 这 种 模型 来 分 析 。 如 图 442 所 示 ， 曲 
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面 4BCD 是 一 个 折 敬 的 曲面 ， 称 作 行为 曲面 ,OI 轴 称 为 身 
体 素质 水 平 轴 ， 人 的 身体 素质 水 平 的 发 展 可 以 看 作 是 连续 变 
”化 的 (是 年 龄 特征 、 训 练 和 堵 养 的 函数 》; OX 轴 称 为 运动 
技术 水 有 平 轴 ， 人 的 运动 技术 水 平 的 发 展 也 可 以 看 作 是 一 个 连 
续 的 变量 〔 它 也 是 年 龄 特征 和 训练 培养 的 函数 ) 。 曲 面 上 的 
各 点 对 应 着 不 同 的 身体 素质 水 平和 运动 技术 水 平 下 所 决定 的 
逐 动 能 力 。 曲 面 上 的 上 半 上 时 代表 运动 舱 力 前 飞腾 突变 阶段 以 
后 ， 体 育 运 动能 力 急速 增长 。 而 上 半 时 与 下 半 叶 之 间 不 连续 
的 突变 区 ， 则 可 以 称 作为 运动 能 力 突变 区 ， 上 曲面 4BCZD 中 的 
折 委 区 在 底面 01@X 上 的 投影 是 一 个 尖 角 形 的 区 域 UVIy， 
所 以 这 个 模型 称 为 尖 点 型 突变 模型 。 

当 身体 素质 水 平和 运动 技术 水 平 都 比较 差 时 ， 是 根本 不 
可 能 产生 良好 的 体育 运动 能 力 。 从 突变 模型 上 来 看 ， 出 现 良 
好 的 体育 运动 能 力 所 必 须 具有 的 身体 素质 水 平和 运动 技术 水 
平 的 阅 值 ， 在 OI 及 OX 轴 ， 截 距 点 分 别 为 革 点 与 VV 点， 与 底 
平面 中 的 小 平行 四 边 形 ONY 相对 应 的 黄 面 ， 就 是 不 发 生 
折 秋 的 部 分 。 这 相当 于 不 健康 人 的 运动 能 力 发 展 的 情况 ， 一 
个 长 时 期 不 能 提高 运动 能 力 的 运动 员 ， 也 与 此 类 相似 。 

从 模型 中 可 以 看 到 ， 不 论 是 运动 员 创 出 优异 成 绩 还 是 作 
出 高 难度 动作 ， 都 需要 有 良好 的 身体 素质 和 较 高 的 运动 技术 
的 配合 才 行 。 也 就 是 说 ， 即 使 一 个 运动 员 运 动 技术 水 平 再 
高 ,但 只 要 他 的 身体 素质 水 平 只 在 冰 值 CHMNH 以 下 ， 就 不 可 能 具 
有 良好 的 体育 运动 能 力 ， 这 种 情况 ， 相 当 于 底 平面 中 四 边 形 
MDOEKB 所 对 应 的 曲面 情况 ， 这 时 曲面 也 没有 折 和 部 分 。 同 
样 地 ， 除 了 要 有 运动 技术 水 平 外 ， 还 需要 有 一 定 的 身体 素质 
水 平 ， 即 要 超过 OX 轴 上 的 阅 什 点 N。 否 则 ， 再 强 的 身体 素 
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质 也 是 不 能 得 出 良好 的 运动 能 力 。 

只 有 当 一 个 人 的 身体 素质 水 平 超过 辣 信 点 以， 他 的 相应 
的 运动 技术 水 平 超过 阅 值 点 N 时 ， 他 才 真 正 有 可 能 有 良好 的 
体育 运动 能 力 ， 即 有 运动 能 力 突变 的 可 能 。UVW 这 个 三 角 
区 表明 了 一 个 人 的 运动 能 力 的 大 小 与 身体 素质 水 平 及 运动 能 
力 水 平 的 最 佳 比 例 。 当 一 个 人 的 身体 素质 水 平 超 过 阐 值 点 
3， 而 他 的 运动 技术 水 平 较 高 时 ， 他 的 运动 能 力 必 有 突变 
性 ， 容 易 在 训练 中 提高 成 绩 。 

南 此 可 知 ， 对 良好 的 体育 运动 能 力 的 形成 来 说 ， 开 点 与 
点 是 十 分 重要 的 关节 点 ， 或 者 说 ， 由 到 点 ，X 点 的 值 决定 
了 一 个 势 函 数 的 mo 值 ， 由 于 训练 水 平 的 恨 制 ， 当 人 在 训练 中 
产生 的 运动 能 力 不 能 突破 势 函数 zu 值 的 束缚 时 ， 不 能 产生 良 
好 的 体育 运动 能 力 。 

对 不 同 的 人 来 说 ， 势 函数 we 的 值 是 不 同 的 ， 但 对 于 从 事 
同一 个 运动 项 目的 人 来 说 ， 他 们 又 有 大 至 相似 的 势 函数 表达 
式 。 通 过 培养 训练 的 作用 ， 可 以 有 效 地 调节 控制 变量 一身 
体 素质 与 运动 技术 水 平 的 发 展 ， 从 而 改变 势 函 数 的 位 置 与 形 
状 ， 引 起 状态 变量 的 改变 。 这 就 是 对 有 共有 较 高 运动 能 力 的 人 
的 培养 。 
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”第 五 章 ”突变 理论 的 现状 和 未 来 


.-. 托 妈 的 突变 理论 发 表 以 后 ， 在 国际 数学 界 引 起 了 激烈 的 
.和 争 沦 ， 议 论 纷纷 ， 误 贬 不 一 ， 赞 扬 的 人 人 ，、 把 突变 理论 兵 上 了 
“天 ”， 认 为 是 “ 继 牛 顿 、 莱 布 尼 兹 以 来 的 最 大 的 发 现 ， 是 
数学 中 的 又 一 次 智力 革命 ”。“ 是 用 精确 数学 工具 描述 生物 
学 ,社会 科学 等 复杂 现象 的 一 次 突破 ”。1977 年 ,有 名 的 《大 
英 百 科 全 书 》 更 写 道 。 “突变 理论 使 人 类 有 了 战胜 因 味 无 知 
的 珍贵 武器 ， 获 得 了 一 种 观察 宇宙 万 物 的 深奥 见解 ” 。 似 平 
突变 理论 是 万 能 的 ， 可 以 “ 包 医 百 病 ”。 显 而 易 见 ， 是 过 分 
夸大 了 突变 理论 的 作用 。 因 而 客观 世界 是 很 复杂 的 ， 而 变化 
又 是 多 样 的 ， 世 界 上 从 求 就 没有 过 尽善尽美 天 衣 无 缝 的 理 
论 。- 

也 有 人 对 突变 理论 猛烈 地 加 以 择 击 ， 甚 至 千方百计 地 力 
图 贬低 ， 说 什么 突变 理论 是 滥用 数学 理论 ， 应 用 是 靠不住 
的 ， 是 假 的 ， 有 人 提出 ;突变 理 论 所 说 的 不 连续 现象 ， 其 实 
可 以 用 连续 方法 来 解决 ， 微 分 方程 研究 激 波 就 是 一 个 例子 ， 
量子 力学 也 是 处 理 不 连续 现象 的 ， 但 都 与 突变 理论 无 关 。 对 
第 四 章 我 们 所 述 的 狗 的 进攻 模型 ， 则 有 人 批评 说 ，“ 狗 的 愤 
你 与 恶 惧 根本 就 不 可 以 数量 化 ， 预 测 一 只 愤怒 的 狗 会 掉头 逃 
跑 是 思 玲 的 ， 而 预测 一 只 恐惧 的 狗 会 咬 人 也 是 无 意义 的 ， 有 
人 在 分 析 突 变 理论 为 什么 会 受 欢 迎 的 原因 时 说 ，“ 突 变 理 论 
- 披 着 抽象 数学 的 外 衣 ， 一 些 实际 工作 者 由 于 相信 数学 的 严格 
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可 车 任 而 相信 它 ， 而 一 些 数学 工作 者 想 把 突变 理论 用 于 实 
慰 ， 但 又 不 惜 所 要 应 用 的 学 科 的 本 质 ， 因 而 陶醉 于 这 种 廉价 
的 似是而非 的 东西 ”， 更 有 甚 者 ， 竟 有 人 批评 突变 丙 论 是 华 
而 不 实 ， 说 它 是 其 世 盗 名 的 ; 还 有 人 人 异 斥 安 徙 生 童话 《皇帝 
的 新 家》 说 刺 突 变型 论 是 没有 穿 衣 池 的 皇 3 入， 是 一 场 骗 局 、 
如 此 等 等 。 

众所周知 ， 托 姆 在 拓扑 学 研究 方面 有 卓越 的 成 就 ， 称 得 
上 是 一 位 拓扑 大 师 ， 治 党 态度 一 向 严 进 、 认 真 ， 而 且 支 持 他 
的 理论 的 人 ， 还 有 许多 是 著名 的 科学 家 和 大 学 教授 ， 如 齐 
曼 ， 斯 图 瓦尔 特 (Stewart) ， 桑 德 斯 等 人 ， 难 道 这 是 骗 人 的 
吗 ? 可 是 读 一 读 那些 批评 文章 ， 又 觉得 似乎 不 无 道理 ， 在 数 
学 这 样 一 门 以 严谨 著称 的 科学 领域 中 ， 竞 然 出 现 了 一 场 激 亚 
的 争论 ， 确 实 比较 少见 ， 因 而 引起 许多 人 的 兴趣 和 重视 。 

那么 突变 理论 到 底 是 怎么 回 事 ? 我 们 在 前 面 几 章 已 经 做 
了 粗浅 介绍 。 我 们 认为 上 述 襄 贬 都 是 偏颇 之 论 ， 任 上 友 一 种 意 
见 都 不 一 定 符合 实际 。 

我 们 在 前 面 说 过 ， 容 变 理 论 的 数学 基础 比较 雄 订 ， 扎 实 
和 艰深 托 姆 在 这 方面 做 了 大 量 的 、 可 贵 的 研究 工作 ， 是 无 
狂 可 击 的 。 突 变 理 论 作为 一 种 纯粹 数学 理论 的 正确 性 和 重要 
性 是 不 能 否定 的 ， 因 为 自然 界 和 人 类 社会 中 作为 不 连续 过 程 
的 突变 事物 、 突 然 变 化 的 现象 毕 况 是 存在 的 ， 不仅 值得 研 
究 ， 而 且 是 摆 在 科学 工作 者 ， 特 别 是 数学 工作 者 面前 的 一 项 
重要 任务 。 突 变 理论 的 出 现 ， 受 到 人 们 的 欢迎 和 重视 ， 是 理 
所 当然 的 。 一 般 来 说 。 人 们 对 托 姆 的 突变 论 中 所 作 的 数学 研 
究 并 不 反对 ， 且 给 予 高 度 评价 ,认为 是 了 不 起 的 成 就 。 但 对 
突变 理论 的 应 用 ,有 不 词 意见 ,归纳 起 来 ， 争 论 的 焦点 是 突变 
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理 洽 对 社会 突变 现象 丕 不 藤 做 定量 揭 描 述 ， 这 是 事实 。 直 到 
现在 还 没有 任 条 人 能 对 社会 的 突变 揭 象 写 出 定量 的 描述 ， 只 
赁 信人 的 体验 与 感受 到 的 一 些 特 征 把 突变 现象 归 入 到 某 关 弄 
葛 突 安 中 去 ， 有 些 好 方 不 光 牵 强 内 会 ， 特 别 是 再 子 社会 突变 
现象 的 描述 ， 更 难免 主观 腌 测 ， 很 难 令 人 相信 。 但 我 们 认为 
突变 理 兴 是 一 种 新 的 理论 ， 是 一 种 拓扑 理论 ， 从 而 对 社会 的 
座 变 现象 能 直接 得 到 定性 的 理论 ， 这 就 是 一 种 突破 ， 一 种 破 
天 芒 眉 成 就 ， 但 是 它 当然 不 是 具有 这 种 性 质 的 准 一 理论 ， 更 
不 是 处 好不 连续 现象 的 唯一 理论 〈 见 第 二 章 所 述 ) ， 但 从 以 
上 第 三 、 四 各 章 举 的 例子 ， 我 们 可 以 看 到 ， 帘 变 理论 应 用 之 
广泛 ， 方 法 之 奇特 ， 是 一 般 数学 所 无 法 比拟 的 。 

ei sa ne 
毕 竞 还 是 一 门 年 轻 的 新 兴学 科 ， 在 理论 上 不 够 成 熟 ， 在 8 
也 正 是 我 们 应 继续 研究 和 克服 的 。 突 变 理 论 目 前 可 说 还 只 赴 
处 于 探索 应 用 它 的 技巧 的 初创 阶段 。 自 均 72 年 ， 托 姆 的 第 一 
本 专著 发 表 以 来 ， 有 关 突 变 理 论 的 文献 迅速 增加 ， 据 不 完全 
统计 已 达 400 多 篇 ， 它 的 作用 尚未 充分 发 挥 ， 洪 力 很 大 ， 突 
变 理论 的 研究 工作 现在 仍然 很 活跃 。1981 年 在 纽约 召开 了 城 
市 现象 的 突变 理论 国际 会 议 ， 日 本 突变 理论 专家 野 口 宏 施 授 
于 1980 年 开始 给 东京 大 学 和 早 舟 田 大 学 工学 部 学 生 讲 授 突 谈 
理论 。 日 本 还 有 另外 一 些 大 学 开设 突变 理论 的 选修 课 ， 贡 网 
瓦 维 克 大 学 数学 研究 所 齐 曼 教 授 和 斯 图 瓦尔 特 (Stewart》 教 
授 合 编 的 《突变 理论 及 其 应 用 》 专 著 已 由 野 口 宏 译 成 日 文 出 
版 ， 七 十 年 代 中 期 一 度 兴 起 的 “ 罕 变 热 ? 并 未 冷却 。 旦 前， 
突变 理论 的 文献 有 增 无 已 ， 其 总 题目 黎 为 《拓扑 动力 学 和 分 
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歧 理 论 》、 分歧 理论 是 微分 方程 定性 理论 的 一 个 主要 研究 方 
向 , :拓扑 动力 学 则 是 用 拓扑 学 方法 研究 微分 方程 的 学 科 。 对 
于 一 般 的 读者 ， 只 要 把 这 两 门 学 科 与 “ 奇 点 2 和 “胶皮 膜 ? 
联系 起 来 理解 就 可 以 了 。 

尽管 突变 理论 可 以 解释 大 量 突 变现 象 ， 也 可 以 按照 类 比 
的 方法 预见 某 些 突变 ， 但 是 到 目前 为 小 ， 它 却 不 能 帮助 我 们 
控制 突变 ， 原 因 很 简单 。 突变 是 一 种 质变 ， 并 旦 是 当量 变 达 
到 一 定 的 限度 时 发 生 的 质变 ， 控 制 突变 就 是 把 握 住 事物 的 
« 度 ”， 在 不 能 做 定量 分 析 的 条 件 下 ， 这 是 难 能 做 到 的 事 
情 。 

寻找 具有 定量 分 析 功能 的 某 种 方法 ， 这 是 突变 理论 向 社 
会 科学 领域 淆 透 所 必须 解决 的 问题 ， 我 们 创立 或 接受 一 种 新 
理论 ， 不 是 由 于 它 用 一 套 新 的 概念 重新 解释 了 老 的 事实 ， 而 
是 由 于 从 这 个 新 的 角度 解释 了 老 的 事实 之 后 ， 还 能 进一步 获 
得 一 些 新 的 知识 ， 用 这 些 新 的 知识 我 们 能 解决 新 的 问题 。 只 
是 在 这 一 步 之 后 ， 新 理论 才 可 能 站 住 脚跟 ， 才 不 致 在 百花 争 
掀 的 科学 园地 里 被 淘汰 。 

在 科学 历史 的 长 河中 ， 任 何 一 种 新 理论 的 诞生 ， 一 项 新 
发 现 的 问世 ， 都 往往 伴随 着 激烈 的 争论 ， 例 如 十 九 世 纪 俄 罗 
斯 数学 家 ， 喀 山大 学 教授 罗 巴 切 夫 斯 基 所 创 主 的 非 欧 几何 学 
引起 了 许多 人 激烈 反对 。 微 积分 的 创立 ， 也 引起 了 一 些 人 的 
择 击 ， 易 易 大 名 的 爱尔兰 唯心 论 哲 学 家 贝克 莱 (Berkeley) 就 
是 其 中 的 一 个 ， 正 确 的 批评 是 有 益 的 ， 随意 否定 是 不 利于 科 
学 发 展 的 ， 今 天 有 些 人 对 突变 理论 的 反击 ， 这 是 一 件 好 事 ， 
可 以 活 九 学 术 空气 ， 繁 全 科学 事业 ， 托 姆 木 人 是 一 位 学 有 专 
长 的 著名 数学 家 ， 但 他 对 自己 的 研究 成 果 总 是 一 分 为 二 ， 实 
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事 求 是 。 实 践 是 检验 真理 的 唯一 标准 ， 突 变 理 论 作 为 一 种 新 
的 数学 理论 ， 其 前 途 如 何 ， 当 然 应 当 受 到 实践 的 检验 ， 正 如 
一 位 突变 理论 工作 者 所 预言 的 那样 ，“ 突 变 理论 究竟 能 否 被 
人 们 所 接受 ， 还 要 看 今后 十 年 内 在 实践 中 能 否 经 得 起 检 
验 。” 

总 之 ， 现 代 科学 日 新 月 异 ， 新 鲜 事 物 层出不穷 ， 人 们 称 
突变 理论 是 鲜花 盛开 的 科学 百花 园 中 的 一 枝 奇 划 ， 它 与 比 利 
时 布鲁塞尔 自由 大 学 教授 著名 化 学 家 普 利 高 津 的 《4 耗 散 结构 
理论 ”， 联 邦 德国 斯 图 加 特大 学 理论 物理 学 家 哈 肖 教授 的 
“协同 论 ”， 和 构成 今天 的 所 调 “ 新 三 论 ” (虽然 有 人 对 新 三 
论 的 提 法 有 异议 ， 但 编者 认为 ， 为 了 说 明 这 三 项 理论 的 光辉 
成 就 ， 这 样 称 之 也 无 不 可 ， 其 实 后 面 这 两 论 都 与 突变 论 有 联 
系 ) ， 我 们 完全 相信 ， 随 着 对 突变 论 研究 工作 的 不 断 深 入 和 
应 用 范围 的 日 益 扩 大 ， 它 将 会 成 为 数学 中 名 符 其 实 的 新 兴 分 
支 ， 而 与 微 积分 并 光辉 ， 在 祖国 科学 的 春天 里 ， 突 变 理 论 在 
祖国 也 将 会 大 放 光 芒 。 因 为 它 在 中 国有 了 良好 的 生长 条 件 。 


4 134 。 


附录 拓扑 学 简介 


帘 变 理论 是 一 种 拓扑 理论 ， 为 了 使 某 些 非 数 学 专业 或 虽 
系数 学 专业 而 没有 学 过 拓扑 学 的 人 便于 阅读 和 理解 突变 理 
论 ， 特 做 为 附录 ， 对 拓扑 学 做 一 简单 介绍 。 

拓扑 学 的 英文 是 topology (有 时 也 叫 analysis situs)， 
日 本 称 为 位 相 几 何 学 ， 我 国 曾 译 为 形势 几何 学 ， 又 译 为 连续 
几何 学 , 1965 年 《数学 名 词 》 确定 为 拓扑 学 ， 它 是 Topology 
的 译音 ， 是 儿 何 图 形 经 过 一 对 一 双方 连续 变换 下 而 保持 不 变 
的 性 质 的 一 个 几何 分 支 。 什 么 是 连续 变换 呢 ? 举例 来 说 , 拉 长 
或 者 压缩 一 张 橡 片 膜 ， 在 橡皮 膜 上 刻 ， 画 的 图 形 就 发 生 连续 
变换 ， 如 果 这 张 橡皮 膜 没 有 破裂 或 折 和 欠 ， 图 形 的 形状 变 了 ， 
但 是 图 形 的 某 些 性 质 不 变 ， 如 果 原 来 曲线 是 闭合 的 ， 就 仍旧 
闭合 ， 原 来 两 曲线 相交 的 ， 就 仍旧 相交 ， 拓 扑 学 就 是 研究 这 
些 不 变性 质 的 几何 学 ， 是 一 种 高 水 平 的 几何 学 ， 但 拓扑 学 中 
的 图 形 与 一 般 的 几何 学 中 的 图 形 是 不 一 样 的 ， 拓 扑 学 最 感 兴 
趣 的 是 图 形 的 位 置 而 不 基 它 的 大小 或 形状 。 拓 扑 学 中 图 形 的 
大 小 和 形状 是 可 以 改变 的 ， 犹 如 橡皮 膜 上 的 图 形 一 岸 ， 可 以 
拉 伸 或 弯曲 ， 因 而 又 称 为 “橡皮 膜 上 的 几何 学 ”或 简称 “ 橡 
皮 几 何 学 ”， 拓 扑 党 中 内 注意 连续 函数 ， 并 把 连续 于 数 这 个 
术语 缩 简 为 “映射 ”。 

和 在 人 类 生活 的 空间 存在 着 三 维 图 形 ， 我 们 可 以 利用 拓扑 
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学 来 研究 这 些 图 形 ,拓扑 学 上 克 莱 苗 (Klein) 瓶 就 是 一 种 最 简 
单 的 闭 曲 面 三维 图 形 ， 它 是 一 个 不 分 里 外 面 的 曲面 (图 1 )。 





: 图 ! 克 菜 菌 瓶 《曲面 

我 们 可 以 用 硬 纸 做 眼镜 框 ， 镑 框 右边 站 上 红 玛 璃 纸 ,， 左边 站 
上 蓝 玻璃 纸 做 成 一 副 服 锁 ， 在 上 距 克 莱茵 照片 30 奋 米 观看 ， 这 
时 相机 如 生 的 主体 图 形 就 会 展现 在 限 前 。 

拓扑 学 上 的 主体 图 形 是 无 穷尽 的 ， 只 要 扩 大 决定 曲面 的 
函数 就 会 作出 各 种 各 样 的 图 形 来 。 真 可 谓 妙 趣 横生 。 

拓扑 学 起 源 于 十 九 世 纪 ， 而 能 迅速 成 长 发 展 成 为 数学 的 ， 
一 个 独立 分 支 ， 还 是 近 三 十 多 年 以 来 的 事 。 早 期 的 折 扑 学 明 
显 地 分 为 两 类 ， 一 类 是 点 集 拓 扑 ， 也 叫做 集合 论 拓 扑 学 或 一 
般 据 扑 学 ， 是 以 十 九 世 纪 和 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor) 的 点 
集 理 论 为 起 点 ， 在 十 九 世 纪 九 十 年 代 法 国 数学 家 庞 加 莱 
(poincare) 研 究 高 维 积分 理论 ， 开 创 了 拓 扑 学 的 第 二 个 方 
面 ， 叫 做 组 合 拓 扑 学 或 代数 拓扑 学 ， 直 到 二 十 世纪 初 著名 的 
荷兰 数学 家 布 劳 尔 (Brouwer) 在 维 数 概 念 的 研究 中 ， 第 一 次 
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成 功 地 建立 了 组 合 拓扑 学 与 集合 论 拓扑 学 这 两 方面 之 各 的 结 
合 ， 两 支 拓扑 学 有 统一 的 趋势 ， 后 来 又 出 现 了 微分 拓扑 学 。 

以 上 仪 是 对 拓扑 学 的 通俗 解释 ， 现 在 我 们 要 进一步 对 拓 
扑 学 做 一 些 说 明 ， 首 先 给 出 一 些 术语 。 

R” 表 示 m% 维 欧 氏 空间 ， 于 是 一 个 点 +? ER”， 便 是 实数 的 
一 个 tw 重组 = (rw，7F)。 

令 习 汐 RS 区 一 个 子 集 ， 若 对 于 站 的 子 集 让 的 每 一 点 +， {7 
包含 xf 的 在 X 中 的 某 邻 城 ， 则 称 子 集 为 六 的 开 集 。 凡 令 城 
都 是 开 集 ， 作 的 村 和 集 电 做 文 的 一 个 闭 集 ， 如 果 4 在 六 中 的 补 
集 久 一 4 是 六 的 一 个 开 集 ， 淆 注 4 古 闭 集 如 采 六 一 4 是 天 集 

设 UCR", VCR' 都 是 开 集 ， 如 有 果 从 站 到 FF 的 映射 ( 记 
大? 中 的 所 有 偏 导 数 合 f/6xX.……87;,。。 都 存在 且 连 续 . - 
称 f 沪 光滑 映射 。 

如 果 映 射 有 六 -> 了 与 9，Y 一 2 ,都 是 光滑 的 ， 则 复合 映射 
Wof: 信也 是 光滑 的 。 

定义 1 〈( 紧 致 性 ) 令 A 为 Re 的 一 个 子 集 ， 如 果 有 = 的 一 些 
子 集 的 并 集 包 含 和 ， 这 些 子 集 所 形成 的 族人 ， 叫 做 天 的 一 个 覆 
盖 ， 就 是 说 ， 愉 的 每 - -点 至 少 在 C 的 一 个 元 素 中 。 的 一 个 攻 
僵 叫 做 存 限 的 ， 如 果 C 的 元 闪 的 个 数 有 限 。 六 的 一 个 覆盖 0 叶 
敌 包 含 六 的 一 个 履 访 了 呈 , 如果 DD 的 每 一 元 素 也 是 C 的 一 个 元 本。 
位 的 一 个 覆 旗 是 做 六 的 一 个 开 团 六 , 如 果 和 覆盖 的 每 一 元 素 让 入 
的 一 个 开 集 ,空间 仿 叫 做 紧 致 的 (com pact)， 如 果 六 的 每 一 个 
开 覆 盖 包 含 闵 的 一 个 有 限 覆 盖 ， 那 就 是 说 ， 能 从 六 的 开 集 的 
任何 无 穿 族 〈 其 并 集 是 天 ) ， 挑 选 刘 一 个 在 限 的 子 族 ， 其 并 
全 也 是 尺 ， 

例如 ， 实 实数 而 任何 一 个 闭 区 间 /= C0, 门 是 紧 致 的 ， 任 倒 
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定义 2 “(连通 性 》 空 间 的 一 个 分 离 是 X 的 一 对 非 空 
入 4 与 B， 使 4UB= 祥 ，4 门 B= 中 《 空 售 ) ， 并 且 4 i 
是 了 的 开 集 ， 没 有 分 离 的 空 条 并 做 连通 的 (connecte 中 )。 

例如 ， 实 数 的 一 个 阿 区 间 是 一 个 连通 集 ， 每 条 线段 是 一 
个 过 通 集 ， 每 一 个 凸 集 是 连通 的 。(R” 的 一 个 子 和 集 岂 做 此 
的 ， 如 果 它 包含 它 的 每 一 对 点 的 连接 线段 ， 例 如 ， 平 面 中 一 
个 加 的 内 部 是 凸 的 ， 而 它 的 外 部 则 不 是 )。 

可 以 证 明 下 询 三 个 命题 成 立 : 

《1)》 实数 的 一 个 闭 区 前 是 一 紧 致 的 连通 集 。 

(2) 紧 致 集 的 连续 象 是 紧 致 的 ， 连 通 集 的 连续 象 是 连 
通 的 。 

《3) 实数 的 一 个 紧 致 并 连通 的 集合 是 一 闭 区 间 。 

定义 3 〔〈 点 集 的 拓扑 性质》 Ra 的 子 集 半 的 一 种 性 质 风 
作 拓 扑 性 质 (topological property)， 如 果 它 等 价 于 一 个 利 
纤 瑟 的 开 集 的 概念 与 集合 论 的 一 些 标准 福 念 《元 素 . 子 集 、 补 
和 集 、 并 集 、 交 集 、 市 限 集 、 无 限 集 等 等 》 来 下 定义 的 性 质 ， 
简短 地 说 ，Ra 的 子 集 了 的 拓扑 性 质 就 是 可 以 表达 为 于 的 开 集 
族 的 性 质 的 那 一 种 性 质 。 

紧 致 性 和 连通 狂 都 是 拓扑 性 质 。 例 如 ， 一 直线 工 是 一 连 
通 集 ， 而 荆 的 每 一 点 在 工 中 的 补 集 不 连通 。 换 名 话说 ， 挖 去 
直线 的 任 一 点 ， 这 直线 就 不 连通 了 。 平 面 的 拓扑 性 质 是 ， 它 
连通 ， 但 不 紧 致 ， 控 去 它 的 任意 有 眼 个 点 ， 它 并 非 不 连通 。 

R"* 的 子 集 孚 的 一 种 性 质 如 果 涉 及 到 六 或 它 的 子 集 的 诸如 
大 小 、 形 状 、 人 角度、 长度、 面积 或 体积 等 特性 ， 它 就 不 可 能 
是 拓扑 性 质 。 
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定义 4 (拓扑 等 价 ) R" 的 子 集 与 R" 的 子 集 Y 叫 作 丘 扑 
等 价 的 (topological eguivalence) 或 同 脏 (homeomorphism) 
的 ,如 果 存 在 一 个 一 对 一 的 函数 请 互 > 了 ， 使 得 /连续 并 且 其 
反 冰 数 矿工 一 从 也 连续 。 此 外 , 这 函数 叫 作 拓 扑 等 价 或 同年 。 

例如 ， 任 两 线段 是 相似 的 ， 并 且 相 似 变 换 是 连续 的 ， 相 
似 变 换 的 反 函 数 也 是 相似 变换 ， 从 而 任 两 线段 是 拓扑 等 价 的 

(图 2) 。 

设 一 质点 连续 地 从 一 点 * 走 到 另 一 点 2， 描 出 一 条 不 自 

交 的 曲线 ， 这 曲线 与 一 线段 拓扑 等 价 〈 见 图 3》。 





定义 5 (微分 同 胚 》 如 果 映 射 及 六 -> 了 将 六 同 旺 地 变 到 YY 
上 ， 并 是 三 . 广 : 都 是 光滑 的 ， 由 称 沪 微分 同 且 (differ- 
ential homeomorphism), 

已 经 说 明了 拓扑 等 价 或 同 凸 概念 ， 我 们 现在 返回 米 讨 论 
拓扑 仁 质 ， 下 面 定理 ， 说 明了 这 两 个 概念 的 基本 关系 。 

定理 ”如 果 R* 的 一 个 子 集 六 与 R* 的 一 个 子 集 了 拓扑 等 价 ， 
则 及 与 了 这 两 个 子 集 的 每 一 个 ， 有 另 一 个 所 具 有 的 每 一 种 拓 
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扑 性 质 。 
-这 旋 是 显而易见 的 , 因为 一 个 拓扑 等 价 或 同 胚 太 人 > 了 建 
立 起 两 个 集合 的 点 之 网 的 一 一 对 应 关系 ， 与 它们 的 子 集 之 间 
的 一 一 对 应 关系 ( 因 4CX,， 就 有 及 CY， 又 因 BCr， 就 有 
. 厂 -ICX)， 这 对 应 关系 使 得 开 集 对 应 于 开 集 ， 并 保留 集合 论 
的 关系 与 运算 (例如 在 X 中 4CB， 当 且 仅 当 在 了 中 扩 忆 Jf)， 
对 于 有 关 站 的 点 ， 让 的 子 集 ，X 的 开 集 以 及 它们 的 集合 论 关系 
的 任何 真 命题 ， 如 果 把 其 中 六 的 所 有 点 与 子 集 用 它们 在 了 中 
的 同 胜 象 炮 换 ， 所 得 到 的 关于 了 的 新 命题 自然 也 真 。 

我 们 用 不 连通 这 一 性 质 来 说 明 这 论点 。 用 开 集 来 说 、 命 
题 是 ， 六 有 两 个 非 空 开 集 4 与 B， 使 得 4UB= 久 与 4 站 B= 
g， 如 果 取 Jf 作用 下 的 象 并 利用 明显 的 关系 ， = 了 。 亢 = 中 
f(A4UB) = 有 UAf 与 1 (AN 5) =.A 几 fs， 则 得 ， 了 有 两 非 空 
开 集 六 与 户 使 得 六 UA = 了 与 用 己 让 = 中 ， 邦 可 不 连通 。 

用 以 上 定理 来 说 明 R* 的 子 集 X 的 某 些 性 质 不 是 拓扑 性 
质 。 因 为 一 线段 折 扑 等 价 于 任 一 别 的 线段 ， 所 以 线段 的 长 度 
不 是 拓扑 特质 ， 关 为 一 线段 与 圆 的 一 段 弧 等 价 ， 所 以 线段 的 
平 直 厅 是 拓扑 媳 质 ， 如 此 等 等 。 

类 似 的 ， 我 们 有 

定义 6 (函数 的 拓扑 性 质 〉 设 XX> 了 是 阔 数 ， 其 中 广 叶 
Rw,，YCR"，j 的 一 个 性 质 叫 作 拓扑 性 质 ， 如 果 它 等 价 于 一 
种 性 质 ， 其 定义 只 内 到 XX 与 了 的 开 集 ， 象 与 原 象 ， 以 及 集合 
论 的 标准 概念 。 

例如 ， 连 续 性 就 是 函数 的 一 个 拓扑 性 质 ， 因 为 有 -一 个 定 
理 说 ， 函 数 有 ->Y 连 续 的 充分 必要 条 件 是 了 的 每 个 开 集 的 原 
象 是 立 的 一 个 开 集 ， 等 价 地 ，. 连 续 的 充分 必要 条 件 是 了 的 每 
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个 闭 集 的 原 象 是 X 的 一 个 闲 集 。 这 容易 找 出 函数 的 拓扑 性 
质 。 另 一 个 例子 ，./ 是 一 个 常 函数 , 这 一 性 质 是 一 拓扑 性 质 。 
再 有 ， 对 于 每 一 点 yY Er 广 :是 X 的 一 个 紧 致 子 集 ，. 上 AZ-> 工 
的 这 个 性 质 是 --- 个 拓扑 性 质 。 

至 此 ， 我 们 就 可 以 陪 满 地 回答 什么 是 “拓扑 学 ” 了 。 即 

拓扑 学 着 研究 点 集 与 攻 数 的 拓扑 性 质 的 学 科 。 

前 面 说 过 ， 折 扑 尝 又 叫 作 橡皮 几何 学 ， 如 时 要 描绘 与 一 
特定 点 集 拉 折 扯 等 价 的 那些 点 集 ， 把 和 看 成 二 用 橡皮 制 成 的 ， 
确 是 一 种 好 的 直观 办 法 ， 如 果 把 橡皮 制 成 的 <S， 这 里 拉 长 些 ， 
那里 缩短 些 ， 并 且 扭 蛮 一 些 (但 决 不 撕 烈 开 ， 也 不 把 不 同 部 
分 烙 连 起 来 )， 变 形 眠 点 集 六 , 则 .Y 与 是 拓扑 等 价 的 ， 例 如 
一 个 小 球面 (和 气球》 能 脱 胀 成 一 个 大 球面 ， 它 也 能 被 挤 太 成 
一 个 糖 球 ， 还 能 挤 压 成 一 个 是 铃 形 的 表面 ， 它 还 能 让 一 个 吹 
鼓 了 的 球面 收缩 ， 直 到 它 恰 紧 顷 在 一 个 长 方形 盒子 或 四 西 体 
表面 〈 网 4) 。 





图 4 


因为 两 个 拓扑 等 价 的 点 集 具有 完全 相同 的 拓扑 人 性质， 拓 

扑 学 者 们 把 它们 看 成 是 相同 的 (从 拓扑 观点 来 看 ,无 区 别 ), 这 

类 似 于 欧 氏 所 何 学 中 把 两 个 重合 的 图 形 看 作 是 完全 等 价 的 观 

点 ， 所 以 拓扑 学 者 被 人 们 称 为 不 能 区 别 则 一 个 油 炸 面 圈 与 咖 
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绯 杯 的 数学 家 ， 图 5 表示 一 个 实心 油 炸 面 圈 变 形成 一 个 咖啡 
杯子 的 开 个 中 间 步 又 。 





最 后 ， 也 可 以 粗略 地 说 ， 

微分 折 扑 学 是 研究 集合 YCRas 在 微分 同 胚 下 不 恋 的 性 质 
的 学 科 。 

突变 理论 还 需要 用 到 流 形 的 概念 。 

定义 7 设 CR", 如 果 每 一 点 z EN 都 有 一 个 邻 域 V 站 2 
微分 语 肪 于 欧 氏 空间 R* 的 某 一 个 开 子 集 (， 则 称 歼 为 mm 维 光 
滑 流 形 ， 

任 一 特定 的 微分 同 胚 g; 7- 本 站 37 都 称 为 区 域 到 站 21 的 
一 个 参数 化 〔 逆 微分 同 胚 g-!， 扩 [| 了 >U 称 为 记 几 MF 上 的 一 
个 坐标 系 ) 。 

根据 定义 ， 如 果 每 一 个 zE 了 有 一 邻 域 权 ha27， 由 z 独 
点 组 成 ， 则 了 Y 是 零 维 流 形 。 

限于 篇 幅 及 林 书 的 性 质 ， 仅 对 附录 作 了 -一些 粗浅 的 介 
绍 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 ， 请 阅读 专门 的 书籍 ， 如 点 集 拓 扑 
( 余 立 冰 编 译 ， 北 京师 范 天 学 出 版 社 ) ， 一 般 拓 扑 学 导 司 
( 李 孝 传 、 陈 王 清 编 ， 人 民 教 育 出 版 社 ) ， 拓 扑 学 《〈 浦 保 明 
等 编 ， 高 等 教育 出 版 社 ) 。 
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